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DEPARTAMENTO DE ELECTROTECNIA

RELACIONES DE AMPLITUD Y FASE EN LOS CIRCUITOS ELECTRICOSIng. JUAN MANUEL BARCALA

1. Generalidades. — El tema que se trata en el presente tra­
bajo es de gran importancia en los actuales sistemas de Radio co­
municaciones, Televisión, Servomecanismos, etc., en los que la se­
ñal o información debe atravesar una red de circuitos eléctricos 
y donde cada una de sus mallas individuales produce un efecto 
definido sobre la amplitud y la fase de la misma.

En los comienzos de la radio, las relaciones entre amplitud y 
fase en un circuito no fueron consideradas, porque las señales a 
amplificar eran en su mayoría de audio frecuencia y en ellas la 
distorsión de fase no es un problema de fundamental importancia. 
En cambio en la etapa modulada de un trasmisor, la fase comienza 
a tener ya alguna importancia por la deformación que introduce 
en las bandas laterales.

En las señales de televisión, pulsos de formas definidas, que en 
general pueden considerarse como formadas por la superposición 
de ondas sinusoidales de amplitudes y fases adecuadas, es de fun­
damental importancia el mantener las relaciones correctas entre 
estos parámetros de cada componente que atraviesa el sistema, pa­
ra que la forma de onda de salida sea idéntica a la de entrada.

La rotación de fase y la atenuación en un servomecanismo o 
en un sistema de regulación, juegan un papel importantísimo en 
su estabilidad y respuesta, razón por la cual el conocimiento de 
estas dos magnitudes y sus relaciones es conveniente.

Se deduce de lo antedicho que estas relaciones en an circuito 
o sistema, constituyen un punto vital y es por eso que en los úl­
timos tiempos se las ha estudiado en forma intensa, llegando a 
desarrollarse expresiones que aunque complejas en su aplicación, 
resuelven el problema.

Este puede ser planteado concretamente en la siguiente forma: 
conocida la amplitud, en función de la frecuencia, de un circuito,
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jes posible conocer o determinar la fase del circuito en función 
de la frecuencia?

Tomando otras magnitudes tales como la resistencia E(ω) y la 
reactancia ∑(ω) de una impedancia, que pueden relacionarse fá­
cilmente con la amplitud y con la fase, el problema anterior se 
enunciaría: dada la resistencia R(ω) de un circuito, ¿es posible 
conocer su reactancia ∑(ω)? Desde un punto de vista matemáti­
co, recordando que toda función de impedancia Z(ω) tiene parte 
real e imaginaria, dadas respectivamente por E(ω) y ∑(ω), se 
puede decir: conocida la parte real o la parte imaginaria de una 
función de impedancia, ¿queda determinada la parte imaginaria 
o la parte real respectivamente?

Felizmente este problema ha sido resuelto, si bien es cierto no 
en forma general, pero si, con algunas restricciones que los circui­
tos las cumplen en gran parte. Es verdad que no existe una única 
relación entre amplitud y fase o parte real e imaginaria en un 
circuito de dos pares de terminales (cuadripolos) o en una impe­
dancia de un par de terminales (dipolo). Sin embargo, hay una 
relación única entre estas magnitudes cuando el circuito es del 
tipo llamado de mínima fase, para el primer caso y de mínima 
reactancia para el segundo.

Más adelante se definirá lo que se entiende por circuitos de 
mínima fase y mínima reactancia. En estos circuitos si la atenua­
ción o la parte real se elige arbitrariamente, la fase o la parte 
imaginaria queda determinada. La recíproca también se cumple.

Un circuito de mínima fase, es aquel que tiene la mínima rota­
ción de fase compatible con el número de elementos que pueden 
almacenar energía en el mismo. La gran mayoría de los circuitos 
que se usan son de mínima fase.

Las relaciones entre parte real y la parte imaginaria de un cir­
cuito comienzan a estudiarse ya desde el año 1925. Carson en su 
libro « Eleetric Circuit Theory », en la pág. 180 dice: ' el compor­
tamiento de un circuito bajo todas las condiciones queda completa­
mente determinado, si se conoce ya sea, la componente real o la 
componente imaginaria de la admitancia o de la impedancia com­
plejas, en todo el rango de frecuencia». Ya acá se admitía en­
tonces, que solamente era necesario conocer una de ellas para que 
la otra quedase automáticamente determinada.

Más tarde, Lee, en un trabajo publicado en <<Jou∙inal Mathema-
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ties and Physies >>(1) demuestra, que la conductancia y susceptan- 
cia de la admitancia de un circuito, son transformadas de Hilbert 
y usa estas transformadas para calcular la parte imaginaria, co­
nocida la parte real y viceversa. También establece relaciones entre 
el módulo y la fase de una admitancia.

Bayard en su artículo (2) publicado en el año 1935 discute los 
requisitos de los circuitos de mínima fase y establece las relaciones 
entre parte real y parte imaginaria de una impedancia.

También Bode en su libro «Network Analysis and Feedback 
Amplifier Design», da soluciones al problema de relación entre 
amplitud y fase en forma de ecuaciones analíticas y también da 
un procedimiento gráfico que permite hallar una componente co­
nociendo la otra.

En este trabajo se tratará de dar las ecuaciones que permitan 
determinar la función analítica de la impedancia Z(P) conocidas 
ya sea Λ(ω) o ∑(ω), en forma de expresiones analíticas.

Los resultados obtenidos pueden extenderse fácilmente a la fun­
ción de transferencia.

2. Propiedades de las impedancias. — Se darán aquí las 
principales propiedades de una impedancia que pueden aplicarse 
sin dificultad, también a las admitancias.

1) La impedancia Z(p) es una función racional si la malla a la 
que pertenece está formada por elementos concentrados, se puede 
expresar como la relación de dos polinomios

2(p) = ampm + am~ιPm~l ÷ ■■■ + «iP + flo ∣1 j

bnp'i + bn-ιpn~1 H- ... + bip + bo

para que la expresión [1] represente una impedancia físicamente 
realizable, hay que imponer ciertas condiciones. Los coeficientes 
⅜,.∙∙βm, δo..⅛n, son funciones de los parámetros RlLyC que 
tenga el sistema y deben por lo tanto ser cantidades reales pero

(1) Y. W. Lee: «Synthesis of Electrieal Netwoτk by means of the Fou- 
rier transforme of Laguerre’s Function ». Journal Mathematics and Physics, 
VoL 11, 1931-1932, piig. 83.

(2) M. Bayard: « Relations entre les parties reelles et imaginaires des 
impedances et determination des impedanees enfonetionde l’une des parties». 
Bevue Genérale de L’Electricité. Vol. 37, N’ 21, año 1935, pág. 659.
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no necesariamente positivas, a menos que el circuito sea pasivo, 
es decir, que no contenga válvulas en su estructura.

2) Los ceros y los polos de la función impedancia, que son las 
raíces del numerador y denominador respectivamente, deben te­
ner su parte real negativa o nula; por lo tanto estar ubicados so­
bre el eje real negativo o ser pares conjugados: Es una propie­
dad de estabilidad.

3) Si p se reemplaza por su aonjugada, Z(p) se transforma en 
su conjugada. Esto siginifica que la componente real de la fun­
ción impedancia debe tener simetría par sobre el eje de frecuen­
cia y la componente imaginaria simetría impar.

4) Los polos y los ceros de la función impedancia, que están 
sobre el eje imaginario (jω) son necesariamente simples y con 
residuos positivos en dichos polos.

Definiendo como circuito de mínima reactancia a aquel que 
no tiene polos sobre el eje imaginario, los elementos que que­
dan deben tener disipación o sea resistencias asociadas.

Si en una impedancia cualquiera Z(p), se quitan todas las 
reactancias puras en serie que contiene, la impedancia resultan­

te Z0(p) es de mínima reactancia.

Z(p) = pL + -+—[2] 
pe P2 + ω,2

con

1«v = ----Ciωv2 = —i—Ll Cl



En la fig. 1 se indica una impedancia general Z (p), que no es 
de mínima reactancia. Si de ella se quitan los elementos correspon­
dientes a los polos: en el infinito dado por pLr, en cero dado por 

-----yenω, dada por ——, la parte restante Z0 (p), que es 
pe--------------------------- p2 + ωv2

una impedancia que no tiene polos en el eje imaginario, es entonces 
una impedancia de mínima reactancia.

En forma similar, si a una admitancia general se le quitan todos 
los polos sobre el eje imaginario, se tendrá un circuito de mínima 
Susceptancia. Recordemos que los polos de una admitancia son 
los ceros de la impedancia correspondiente.

3. Propiedades principales de los tetrapolos. — La función 
principal en un tetrapolo es la función de transferencia que se 
define como la relación entre la transformada de la respuesta y 
la de la excitación.

Sea el circuito de la fig. 2 con el tetrapolo N.

y ι∙'ι(f), v2(f) la tensión aplicada y la respuesta respectivamente. 
Según la definición la función de transferencia estará dada por:

[3]

Esta función resulta generalmente expresada como la relación de 
dos polinomios en p.

Cuando la función de transferencia se toma para p = jω o sea 
el comportamiento para las frecuencias reales, ésta se transforma 
en la función de transmisión y se expresa como

h (jω) = H (jω) e1' ’W [4]

— 9 —
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LΓ(ω) es el módulo y θ(α>) es la fase de este tetrapolo, siendo 
ambas funciones de la frecuencia.

Algunas de las principales propiedades de estas funciones, cuan­
do ellas corresponden a circuitos realizables son:

1) Los polos de las funciones de transferencia estable pueden 
solamente estar en el Semiplano izquierdo o sobre el eje imagina­
rio, siendo en este caso simples. Nunca sobre el Semiplano dere­
cho de la variable p.

2) No hay restricción en cuanto a la posición de los ceros de 
una función de transferencia, pero deben ocurrir en pares conju­
gados y no pueden ser más numerosos que los polos.

3) La parte real y la parte imaginaria de una función de 
transferencia para p = jω, son funciones par e impar de frecuen­
cia respectivamente.

La función de transferencia correspondiente a los circuitos de 
mínima fase, que son aquellos que tienen la propiedad de produ­
cir la mínima rotación de fase para una dada variación de am­
plitud o módulo, es de gran importancia técnica. Esta caracte­
rística se consigue cuando la función de transferencia tiene sus 
ceros ubicados todos en el semiplano izquierdo.

4. Planteo del problema. — Por ahora se tratará la relación 
entre parte real e imaginaria de una impedancia, que puede ex­
tenderse sin dificultad a la parte real e imaginaria de una fun­
ción de transferencia como también al logaritmo de dicha función.

Si en una impedancia Z(co), fig. 3 se hace circular un impulso 

unitario de corriente, la tensión que aparece en sus extremos 
puede expresarse por medio de la transformada de Fourier

c (i) =----- ∕" Z (ω) e,ω∣ dω
2x √~o

[5]
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donde:

Z (ω) = R (ω) + jX (ω)

El valor de Z(ω) se puede expresar por la siguiente relación:

Z (ω) =ί e (i) e-∙,'ωi dt

J — ∞
[6]

La [5] y la [6] constituyen un par de transformadas de Fourier. 
En [5] se puede reemplazar Z (ω) por su valor R (ω) + jX (ω), 
con lo que se tiene:e (t) J- Γ [RMijXMl

2'
[eos ωt + j sen ωi] dω

1 ∕ ∞
=------ / (ñ (ω) eos ωί — X (ω) sen ωί) dω +

2 τ J
Γ

2 - J
(R (ω) sen ωt + X (ω) eos ωi) dω

puesto que R (ω) es una función par de ω y X (ω) es una función 
impar, la segunda integral resulta nula, con lo que se tiene:

1 r ∞ 1 r ∞
e (í) = ■— ∕ R (ω) eos ωt dω — ■— / X (ω) sen ωί dω [7] 

τ J o "π J o

Las características físicas del problema imponen la condición 
de que e(f) = O para t< O por lo tanto

r ∞ Γ
I R (ω) eos ωί dω = ∕ X (ω) sen ω (— ί) rfω

Jo Jo

La primera integral es una función par de tiempo, mientras 
que la segunda es una función impar.

La suma de estas integrales para i < O debe ser nula y para 
t > ambas son iguales, siendo su suma igual al doble de cual­
quiera de ellas. Por lo tanto para t > O se puede escribir:

2 r ∞ 2 f 03
e (t) = — ∕ R (ω) eos G>t dω = — — I X (ω) sen ωt dω [8] 

v Jo z J o

Lo que indica que para determinar la tensión sobre la impe- 
daneia es necesario solamente el conocimiento de una de las com­
ponentes ya sea 72(ω) o X(ω). Conocida una, la otra no es arbi­
traria, sino que está relacionada con ella.
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En efecto si en la [6] se separa parte real e imaginaria se 
tiene:

reemplazando en estas el valor de e(t) según la expresión más 
conveniente de la [8] se tiene:

2 ∕, co ∕, 03
X (ω) = — — ∕ sen ωi dt I R (o>) eos ωί <∕ω 

π Jo Jo

R (ω) = — — / eos o>tdt ί X (ω) sen ωt dω
* Jo Jo

[9]

Las relaciones [9] permiten obtener una de las componentes de 
la impedancia conocida la otra. Estas fórmulas de difícil aplica­
ción práctica, pues conducen a integrales muy complicadas para 
resolver en el campo real, pueden quizá ser pasadas al campo 
complejo para obtener una resolución más sencilla. Ello se verá 
que es posible puesto que la impedancia es en general función 
de la frecuencia compleja p = σ -f- jω, lo que permite trasladar 
ol problema a dicho campo.

Sea Z(p) una función que es analítica en el Semiplano de la 
derecha, pero que puede tener polos en el semiplano izquierdo.

Escribiendo

Z (σ ÷ jω) = R (σ, ω) + jX (σ, ω)

las funciones R y X son funciones armónicas de las variables σ, 
ω y regulares en todos los puntos del semiplano derecho. La fun­
ción R (σ, ω) es igualmente regular sobre el eje imaginario, pues 
para σ = O

R (o, ω) = R M

es la componente resistiva de la impedancia y

X (o, ω) = X (ω)

es la componente reactiva, de la impedancia Z(p) cuando la va­
riable compleja se transforma en los puntos del eje imaginario 
solamente.

R (tí) = ί e (t) eos ωί dt 
Jo

X (ω) = — í e (t) sen utdt
Jo
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5. Determinar la función impedancia Z(p) conocida la parte 
real de Z (jω). — En este punto el· problema podría enunciarse 
en la siguiente forma: Dada una función B(ω) par, positiva y 
regular para todos los valores de ω y en el infinito, determinar 
una función X(ω) regular, tal que:

R (ω) + W = 0'ω)

sea la impedancia compleja de un circuito eléctrico.
Por razones de sencillez se determinará directamente de β(ω), 

no a la función Ar(ω), sino a Z(,p), que es la función de impe­
dancia, de la cual se puede pasar rápidamente a Z(jω) por me­

dio de:

Z(p)→Z(jω)

P = jω

Conocida Z(jω) se puede calcular fácilmente ∑(ω) por pro­
cedimientos algebraicos simples.

Se comenzará con una función de impedancia Z(p) de un cir­
cuito pasivo que se sabe es una función racional, relación de dos 
polinomios. Z(p) no debe tener polos en el semiplano derecho ni 
sobre el eje imaginario.

Si tiene polos en dicho eje incluyendo p = 0 y p = j oo deben 
eliminarse según se indica en la expresión

Z0 (p) = Z (p) - L p ÷ — + £ c'p —j [10]

Z⅛(p) es entonces regular en el semiplano derecho y sobre el 
eje imaginario siendo además una función de mínima reactancia.

Dado el carácter analítico de [10] se cumplen las condiciones 
de Cauchy-Rieman.

dR ∂X _ dR ∂X

∂σ ∂<λ dω da

Las funciones R (o, <o) y ∑(σ, ω) satisfacen ambas, a la ecua­
ción diferencial de Laplaee:

d2R ∂2R _ θ

∂a2 dω2

∂ix l ∂2X _ θ

dσ2 3ω2
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Es decir que B(σ,ω) y J(σ,ω) son funciones armónicas y 
como a su vez constituyen la parte real o imaginaria de la misma 
función analítica, se llaman conjugadas.

Es fácil construir una función analítica cuando se conoce una 
de las conjugadas, ya sea β(σ,ω) o ∑(σ,ω). Pero como se co­
noce RM1 es decir solamente un caso particular de la función con­
jugada, no se puede aplicar el mismo método que cuando se tie­
nen los valores en cualquier punto del plano p.

En particular, el problema puede ser resuelto por aplicación 
de la fórmula de Schwarz, que se desarrolla en el apéndice y 
que permite determinar la función analítica ψ(λ) dentro de un 
contorno, si se conoce el valor que la parte real de dicha función 
toma sobre el mismo

1 ∣∙2τ ejφ' + χ
= ⅛→W dφ' [12]

2 z J0 ej φ — λ

En esta expresión que es válida para el interior del círculo 
unidad, la función β(≠') es el valor que la parte real de ψ(λ) 
toma sobre la circunferencia 

φ' es el argumento de un punto Q sobre el círculo unitario y λ 
un punto cualquiera dentro del contorno, tal que:

Q = e>Φ'

λ = pe’*

Si se aplica esta fórmula al caso de la resistencia R (ω) para 
determinar la impedancia Z(p), habrá que efectuar una Iransfor-
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maeión, que haga corresponder, al interior del círculo el semi- 
plano derecho y al contorno, el eje imaginario en el plano p. 
Conocida la transformación, los contornos son tales que los pun­
tos 1, 2. 3', 3", 4 se corresponden en ambos planos, según se ve 
en la fig. 4 α) y δ).

Partiendo del punto 1 sobre la circunferencia y recorriéndola 
en sentido contrario a las agujas del reloj, el área que queda 
a la izquierda debe corresponder al semiplano derecho p.

La función que efectúa esta transformación es:

1 - X _ 1 — pe>≠
P l + X _ l+p√Φ

de donde sale que:

, . 1 — p eos φ — jp sen φ
5 + jω =-------------------------------

1 + p eos φ +■ jp sen φ

operando y separando parte real e imaginaria se llega a

. . 1 — p2 — j 2 p sen φ
O + jω =------------- ■————

1 + 2 p eos φ + p2

[13]

[14]

en esta expresión se ve que, si ρ < 1 (interior del círculo) σ > 0 
(semiplano derecho), y que si ρ = 1 la parte real se anula σ = 0 
quedando:

sen φ
= -J----------

1 + eos φ
[15]

se deduce de acá, que el eje imaginario positivo le corresponde 
va’ores negativos de sen φ o sea el semi arco inferior.

La correspondencia queda entonces:

φ = O ω = O punto 1

χ
φ = ± — ω = ~ 1 puntos 2 ν 4

2

φ = ±τ ω = =F ∞ puntos 3 y 3"

se aplicarán estas transformaciones para escribir la ecuación 
[12] en función de la nueva variable p.

Recordando primeramente que en lugar de φ' hay que usar la
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variable sobre el nuevo contorno o sea ω; se toma para ello el 
valor de λ de la ecuación [13]

además siendo

λ=-1~-∙L 
1+ P

eiΦ' = ⅛

1 + jω
[16]

el valor de los puntos correspondientes al contorno en el plano 
λ, que se transforma en el eje jω en el plano p.

Diferenciando la [16] se tiene

— 7 2
j e^'dφ, =-------- :-------dω

(1 ÷Jω)2

Remplazando acá ej≠ por su valor de [16] y operando se tie­
ne que:

j , 2 , 
αφ - -----------------αω

1 + ω2
[17]

Reemplazando el valor de 
poniendo B(ω) en lugar de

λ, ecuación [16], ecuación 
β (</>') se tiene en ecuación

[17] y
[12]:

pa 1 — jω 1 —ρ
z(p)=-L J _±>____LtA

p 2 Z ∕ 1 — jω I-P
√ -≈ ι _|_ jω 1 + ρ

.β(ω) -÷l-dω
1 + ω2

[18]

Los límites de la integral se transforman de 0 a 2 π en — ∞ 
a ∞ en la siguiente forma:

Γ+í° = Fa + [° = [“ — ["

Jq J—T Jq J ∞ J ∞ J—«

con lo que el signo negativo que afecta a dφ' desaparece. Redu­
ciendo a común denominador el primer factor del integrando y 
operando se llega a

Z (ρ) = -J- f" -J---⅛7? (ω) -------dω
2 χ p-jω l+ω2
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Raeionalizando el primer factor del integrando, la expresión 

anterior se puede escribir:

Z(p) =1Γ _2---- β(ω)dω +z J P2 + ω2
+ if'·_ "<1-P,> ∣i(.1⅛π J_„ (p2 + ω2) (1 ÷ ω2) [19]

Recordando que B(ω) es una función par de ω, la segunda 
integra' es nula pues su integrando es una función impar de ω.

La primera integral se puede poner por simetría.

ζ J0 P2 + ω2 [20]

Esta es la expresión buscada que permite calcular el valor de 
la impedancia Z(γ) cuando se conoce la parte real de Z(ω). La 
condición de validez de esta expresión requiere que

RM

P2 +- ω2
A título ilustrativo se desarrollan seguidamente dos 

de la aplicación de la fórmula [20]:
ejemplos

Ejemplo 1’ — Sea la función:

[21]

poniendo ω = λ y reemplazando en [20]

£
R β2

R (ω) =------------------ = —-------------1+ω≡2 Lw
β2

∕> CO

Z(p) = ~ —2—.—----- d∖ =
τ I ρ2 + λ2 1 χ2 

√0 β2

=W'—Lπ 1221 
sJ. ⅛∙+w(fu,)
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Desarrollando el integrando en fracciones parciales

_______ 1_______ = 1 1 _ 1 ∙
⅛2÷λ2)(-+χή --p2 p2 + λ2 —+λ2 

∖βi ∕ β2 β2 J

Sustituyendo en [22]

2 p R

y sustituyendo β2 = Ri c2 resulta 

Z(p) =
R

1 + pRc
[23]

que es la impedancia correspondiente al circuito indicado en a 

figura 5.

ζ(Ρ)—⅛ιτrμ__ -r±~μ
β21tΛL-pA / p2 + >∙2 -L + λ* 

∖β2 IJ0 [ β2

/” d∖ τ Γ°, d\ — λ τ

∕ P2.¡-λ2 '^ I? ’ ∕ ⅛ ^⅛jo J0 β2
7 ω - 2Pfi / ~ _ β" \ _

2Ρ

Z<PI =Ύ t i (1~-β?) =T-V-1 — β2 P2 1 + β P
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Ejemplo 2’ — Sea la parte real de una impedancia dada por:

R M = ---- —
1 + ω4

[24]

calcular la función Z(p)
Reemplazando en [20] se tieneZ⅛)-^Γ-

Jo

d^K

(1 + λ<) ⅛2 f λ2)

Desarrollando el integrando:

Reemplazando esto en el valor de Z(p) se tiene:z (p) = —— í ” í—1— + dλ [25j
x(l + p,) Jo [p2±λ2 l + λ<

f ” d~K _ r. d^k _ τ Γ “ λ'- Λ _ π 
Jo p2 ÷ λ2 ^ ^2? ’ Jo 1 + λ4 ~ 2 VT ’ J0 1 ÷λ4 ^^ 2√F

Jl + -L(p’ - p)l· = Lp3 p + ^2∙ [26] 
I V2 J V2 i + p4

1
~ 1 + p4

Dividiendo numerador y denominador por p2 — \ 2 p + 1 se 
tiene

z (p) = -L ■ ——V2 p2 + VTp + l [27]

1 = 1 í 1 4. P2-λ2]
(p2 + λ2)(l÷λ<) l+p4[pi^λ2 l+'λ4j

Z(p)=—2_1—pL + ^^(p2-1) = 

π (1 -f- p4) [ 2 p 2 V 2



-20 —

6. Determinar la función Z (p) conocida la parte imaginaria 
de Z (jω) o sea la reactancia X (ω). —Partiendo de la expresión

Z (p) = R (σ, ω) ÷.)X (σ, ω)

y multiplicando ambos miembros por — j se tiene

— jZ (p) = -jR (σ, ω) + X (σ, ω)

el problema se reduce entonces al caso anterior, donde, conocida 
la parte real, aquí X (ω) se determina la función —jZ (p). Se 
puede, por !o tanto, usar directamente la expresión [19] poniendo 
X (ω) en lugar de R (ω) y — jZ (p) en lugar de Z (p), con lo que 
queda:

-jZ(p)=-i° —X(ω)dω⅛- 
~ J_„ p2 ∙¼ ω2

Como la función reactancia X(ω) es impar con respecto a ω, 
la primera integral es nula, por la simetría de sus límites.

En la segunda integral se hace la siguiente transformación en 
el numerador: se suma y se resta ω2 a (1 — p2)

(1 -f- ω2) - (p2 + ω2) = 1 - p2
Sustituyendo en [28], cambiando de signo y quitando j se lle­

ga a:

La primera integral tiene integrando par, por lo tanto sus lí­
mites son cero e ∞ y el /alor de la integral resulta multiplica­
da por 2.

En cuanto a la segunda integral, se observa que ella es inde­
pendiente de p, y también de ω; a este valor se le llamará R(O). 
Este valor de R(O) es el de una resistencia que está en serie con 
Z(p) y Que es independiente de la frecuencia, no el valor que 
Z(p) presenta a frecuencia cero. La independencia de R(O) de

¿ r"- ω(l- p2)—χ ώ
π J_„ (p2 + ω2) (1 f ω2)

zω = ~ir j^rfω+ιr r29]
τ. Jp2 + ω2 i J_, 1 +- ∣∣)2
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ω exige que este valor esté localizado según se indica en la figura 
siguiente:

donde

~ Jo Pi + ω2
En casi todos los casos se puede suponer R(O)= O con lo que

Z(p)≈ Z'(p). En el ejemplo dado del circuito de la fig. 5 

R (O) = O

y el valor de Z(p) resulta el de resolver la integral indicada 
más arriba.

Con estas consideraciones la [29] se transforma

Z (?) = Λ (o) - - f “ -x-- dω [30]1tJ0 P2 + ω2
con w.lΓ⅛

It Jo 1 + ω2

Para que [30] sea válida el integrando debe cumplir la con­
dición de

ω X (ω)
------— —>o
p2 -p M2 ω —► o

Aplicación al ejemplo Nf 1. — Dada la parte imaginaria 

calcular el valor de Z(p). Para este caso se ha indicado R(O)= 0 
por lo tanto

XM--i “s’c ■

1 + ω2Λ2c2

Z (p) = + — í“----------—fi'crfω--------- -
π J0 (1 ÷ω2Λ2c2)(p2 + ω2)
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poniendo 8 =-----resulta
Re.

Z (p) = — Γ—~---------- =
se Jo (82 + ω2) (p2 + ω2)

=------- ---------í " (—----------ω* ∖ dω =
πc (p2 — 82) J0 ∖ S2 -¡- ω2 p2 + ω2 /

2 s + -i ω ” t , ω “'
=------------------ ω — o tg 1 — — ω — p tg-1 —

" c (p2 - S2) 8 o p 0

2 Γ. . z 1 R
=-----------------  (p — 8) — =-------------=----------------= Z (p)

z c (p2 — δ2) [ 2 c (p + 8) pRc + 1

7. Relaciones entre el módulo y la fase de una función de 
transferencia. — Según la definición de función de transferencia 
dada en'§ 3, para el tetrapolo de la fig. 2, podemos escribir que:

[31]

donde A(p) es la función de transferencia que caracteriza al sis­
tema, F2 y F1 son las transformadas de la salida y la entrada 
respectivamente, θ(p) representa la función de propagación, que 
resulta ser el ta⅛(p). Esta función de propagación puede des­
componerse en parte real e imaginaria:

0(p) =A(p)+jB(p) [32]

Siendo la primera la función atenuación y la segunda la de fase, 
En la técnica es corriente usar las funciones A(p) y B(p) 

para p = jω en lugar de la de transferencia.
Se puede escribir entonces de acuerdo con la [4] y [31] que-

A (jω) = In — = In H (jω)
P = jω

B (jω) = arg. — = 6 (ω)
7,r 1 p = jω

[33]

Si 9(p) es un función analítica en el semiplano derecho, enton­
ces A(p) y B(p) son con respecto a ella lo que B(P) y Tf(P) 
son con respecto a Z(ρ). Se pueden aplicar entonces todos los 
razonamientos dados anteriormente con solo sustituir B(p) por 

A(p); J(P) por B(p) y Z(p) por 0(p).

k (p) = —L. = e0 (p)
Vl
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Esto indica que conocida Ia parte real para el eje imaginario 
-4(jω) se puede calcular θ(p) o conocida la fase R(ω), en función 
de la frecuencia se puede determinar 0(p).

Una ver conocida θ(p) el paso a h(∙p) es inmediato, pues por 
[31] se obtendrán la relación necesaria.

La condición para que 0(p) sea una función analítica, es que 
ios ceros de la función de transferencia estén todos en el semi­
plano de la izquierda y este circuito constituye lo que se llamó 
circuito de mínima fase.

Si la función λ(p) tiene ceros en el semiplano derecho, al to­
mar log. para obtener 0(p), estos ceros se transforman en polos 
de esta última y por lo tanto deja de ser analítica en dicho semi­
plano.

Las relaciones dadas en [20] y [30] se aplican solamente a 
funciones O(P) que cumplen con la condición de ser Iiolomorfas 
en el semiplano derecho. Ellas corresponden a la clase especial 
de circuitos de mínima fase.

Se comprobará este razonamiento aplicado a un ejemplo con­
creto. Sea el circuito indicado en la fierura 8. Conociendo el va­
lor de A(ω) calcular 0(p)

1
Sc J ... ,, ,

— =------- i~ =--------= h ⅛) = e∙p
Ei p + p + o

Rc

E¡ _ o (σ —jω) 1

Ei C2 + ω2 Rc

E? . 1 x n ω
Ei "V σ2 -f- ω2 j

A (ω) = In g B = tg^1 —
V σ2 4- ω2 σ
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Conociendo .4 (ω) calcular 0 (p) y luego reemplazando p = ?ω 
sacar de 0 (?ω) = A (ω) + B (ω). el valor de B (ω)

e⅛)=-Γ-?—In- σ-.. dω
π Jo P2 + ω2 ∙√ σ2 + ω2

In — 9 — = In _L.... =
V σ2 + ω2 V1 + V2

- — ln(l + v2)
2

0(p) =
2pg ln(l÷>2) d, 
x 2 J0 p2 ⅛ G2 V2

Se trata de resolver la integral.

P ln(l÷x2) dχ
J0 p'i + σ2 x2

tomando la función

ln(Z + j) 

p2 + G2Z2

se la integra siguiendo el contorno indicado en la figura 9.

Dentro de ese contorno dicha función tiene un polo en Z = j — 
G 

por lo tanto, aplicando el teorema de Cauchy:

í‘ ⅛.(-+j)jl+ C ⅛(⅛*+i) jRe:,a _
J -R P2 + σ2X2 J0 p2 + σ2fi2e^

2 τj Res. /z-J⅛-2i∕lim -**-ιz+ilι ' ·' —÷∙,(z+if) ΜΗ
’P

La integral a lo largo del semicírculo de radio R tiende a cero 
cuando R →l ∞ por lo tanto quedar ⅛±∆d,-⅛∙i±∆

√-≈ P2 + σ2≈2 σp σ

In (x + j) = In ∙√ X2 + 1 + j tg~1 — ; 
x
t.p+σ .p+σ,.ιt
In j —-------= In --- ---------H —

σ σ 2
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reemplazando e igualando parte real e imaginaria 

ir 1-<1+∙ι> ⅛+√∙ ⅛-ι⅛.

2 pi + σ2z2 x
7. , σ + p , . ir ir 

=----- In---------- +j — -
σp σ 2 σρ

como el integrando de la mis-Tomando parte real solamente, 
ma es una función par se tiene:

r-MH21d,-ιn→r
J0 P2 + σ2 X2 σ

Reemplazando en el valor de 0(p) se tendrá

,w.-2L.^_hJ±t._h2±£
z σρ σ σ

O (p) = In —-— 
p + σ

Conocida 9(p) se puede determinar la función de transferen­
cia ⅛(p) del circuito que tenía por A(ω) el valor dado puesto 
que:

⅛(p) = eβω

fe (p) =e'°j∣ + σ =---------
p+ o
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APENDICE

Fórmula de Schwarz. — Sea un círculo con centro en Z = 0 
y radio unitario en el plano 2. Se quiere construir una función 
holomorfa en el interior del círculo, conociendo el valor de la 
parte real de dicha función sobre el contorno del círculo.

La función puede ser desarrollada en serié de potencias posi­
tivas de z tal que:

COJ(z)=C0+∑Cn2" [1]n= 1
Para los puntos sobre el contorno se tiene:

z = e>0

con

0 ≤ 0 < 2 ir

La función f(z) sobre el contorno vale

OO

f (O*) = C0 + £ cn. einΦ [2]n= 1
haciendo c0 = ⅜ + 3 , cn = an + j bn y llamando con Φ la parte
real de f(p) sobre el contorno se tiene:

CO

Φ (0) = α0 + £ (®n eos n 0 — bn sen η φ) [3]n= 1
Si se desarrolla Φ en serie de Fourier, se tienen los coeficientes:

1 f2τ 1 f2τ
α0 =----- ∕ Φ(0)d0 an = — ∕ Φ(0)cosτ)0d0

2π J0 τ J0

1 Γ-τ
bn = — — 1 Φ (0) sen nφdφ

IC Jo

Por lo tanto 1 P1
c0=jbod------- ∕ Φ(0)d0

2 π J0
1 /-2*

c,, = an + jbn = - Φ (φ) (eos nφ —j sen nφ) dφ =
TC Jo

1 l^2τ
= — Φ (.0) e-J"Φ d0 

Tt Jo
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Reemplazando esto en la fórmula [1]

J-(z) =jbo+- ∑ — Γ φ(Φ) e~jn<>z*dφ

2 X Jo n-1 X JO

/(z)=jbo+- í Φ(φ)dφ + -[ φ (Φ) ¿ zπ e->n≠ dφ 

2x Jo ~ Jo n-1

Siendo z < 1 se tiene una serie geométrica cuya suma es:

V (2e-i≠)n - ----------------- 1
a" Z
n=1 l--τre>Φ

pues le falta el primer término, al comenzar la sumatoria de 1 y 
no de 0.

Simplificando se tiene:

OO
∑ (ze→)" = 
n= 1

Z

eiφ — Z

reemplazando en las integrales:

2τ1 Γ2τ 1 f2* , X zdφf(z) = Jbo+- I Φ(φ)d<∕> + - ∕ Φ(Φ)------- =
2zJ0 x Jo e,φ~z

1 f2τj. i ∖ eiφ~z + 2z , ι= J bo +----- ∕ Φ (≠)------- ----------- dφ =
2 ιc J0 e><∣∙-z

1 ∕*2x (>jφ -U 2
f (ζ) = J b0 4------- ∕ φ (≠) —--------dφ

2 π J0 &Φ -ζ

Esta fórmula permite calcular la función f(z), holomorfa den­
tro de un contorno C; conociendo el valor Φ(φ), que la parte real 
de dicha función toma sobre el contorno.

La constante b0 que es puramente imaginaria, indica que hay 
una infinidad de funciones f(z) que cumplen con la condición 
impuesta.

Haciendo bo = O se tiene la función f(z) con la mínima parte 
imaginaria.



DEPARTAMENTO DE FÍSICA

NUEVO METODO DE ITERACION PARA LA RESOLUCION DE ECUACIONES
VALIDO INCLUSIVE PARA LOS CASOS EN QUE DIVERGEN LAS 

SUCESIONES USUALES DE ITERACION

Elizabeth groza de doliñski

El método de resolución de ecuaciones por iteración exige, ante 
todo, la posibilidad de expresar cada incógnita de manera unívoca 
mediante una función de todas las incógnitas del sistema dado, 
función que, en el entorno del conjunto de valores que resuelve 
el sistema, experimenta cambios suficientemente pequeños.

En el caso de una sola ecuación con una incógnita:∕ω = o tu
se la puede presentar en la formaX = φ (x) [2]

función que, en el entorno de la raíz buscada debe verificar la 
condición: I φ' (x) I < k < 1 [3]

En el caso de dos ecuaciones con dos incógnitas:Λ (x, y) = o I U]Λ (∙τ, y) = 0 j
se aplica la transformación siguiente:x = ¡p (x, y) 1 

y = Ψ (x, y) j
para la cual se cumplen simultáneamente las dos condiciones:I fχ ! + I Ψ/ I < k < 11 rθ,! √ I + I Ψ√ I < * < i j"

29

[5]
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De manera análoga, la condición suficiente para que la suce­
sión de iteración del sistema (ya transformado):

Zl = fi (zi, x¡, · · ·, Zn) ]Z2 = fz (z1, z2, · ■ ■, z,l) ,
Zn fn (Zl, Z2, ∙ ∙ ∙, Zn) . [7]

sea convergente es que se cumplan simultáneamente las desigual­
dades :I ∕lχ1 I + I ∕,2χ1 ! ÷ I f'»x¡ I + ■ ∙ ; + ! f'nxι I < K < 1IΛ⅞I +1∕'⅛I +l∕'∙⅛I +■ ∙∙∙ + li'¾21 <κ <1 . [8] ∣∕'⅛J + ∣∕'⅛n∣ + ι∕⅛ι +... + ∣Λ1J < k < 1

Cuanto mayor es el número de incógnitas tanto más estrictas 
son las limitaciones en cuanto a la variabilidad de las funciones 
del tipo [7], En general, por lo tanto, no se puede aplicar el 
método de iteración si no se lleva el sistema de ecuaciones a una 
forma en la cual se cumplan las desigualdades [8],

Puestos a la búsqueda de un método que permita evitar las 
limitaciones mencionadas, estudiaremos sucesivamente los casos 
característicos que surgen del examen de una función (momen­
táneamente de una sola variable) dada por el segundo miembro 
de la ecuación [2]: P = <P (z) [9]

Primeramente, enumeraremos los casos en los cuales las suce­
siones de iteración usual son convergentes, es decir, cuandoI φ' (z) I < K < 1

Pueden presentarse aquí cuatro posibilidades según que par­
tamos del valor Z1 aproximado de la raíz buscada Z0 por defecto 
o por exceso, y según que en el entorno que contiene todas las 
aproximaciones sucesivas la derivada φ'(z) sea positiva o nega­
tiva.

Primer caso:0 < φ' (z) < K < 1 y Zi < Z0 (fig- 1);
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Fio. 2
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entonces la sucesión de iteración crece:Zi < x1 < X3 < ... < Xo

y simultáneamente:

Segundo caso:

O < φ' (x) < K < 1 y Zi > Z0 (fig. 2);

entonces:

Xi > x1 > Zs > ... > Z0
y

Xl — X1 > X1 — X3 > X3 — Xi > ■ ■ ■ > Xm — ⅛+l > · · ·
Tener caso:'

- 1 < K < / (z) < 0] yj Zi < Z0 (fig- 3);

tenemos entonces que:Zi < Zo1 X1 > Zo1 Zo < Zo, . . ., Zj m+l < Zo1 X1 m+2 > Zo1 ...
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y
Xi — Xi > X¡ — Z3 > Z4 — Z3 > Xi — Xi > . . ■ > Z2 m — Z2 m-l > ≥ Z2 m Z2 m-∣-l ≥ Z2 m-∣∙2 Z2 m4-l -> Z2 tb4-2 Z2 m-∣-3 ≥ ...

Cuarto caso:— 1 < K < φ' (z) < O y Xi > Xa (fig. 4);

de donde resulta, que:Zi ≥ Z0, Z2 *s Zo, Z3 ≥ Zo, . . ., Z2 ,n-l-i z* Z0, Z2 n∣-∣∙2 < Zo, ... y Z1 —Z2 > Z3 —Z2∙> Z3 —Z4 > . . . > Z2m-1 -z2m >> Z2 m-∣-1 Z2 m > Z2 m-∣. i Z2 m-∣ 2 > Z2 m-∣-3 Z2 m-∣-2
En los cuatro casos siguientes las sucesiones de iteración son 

divergentes:

Quinto caso: ?' (z) > 1 y zi < Z0 (fig. 5)
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de donde resulta:

Xo > Xi > X1 > ... > xn > zm+1 > ...
y

Xi-Xi < Xi — Xi < Xi-Xi < ... < Xm- ⅛+ι < ∙. .

Sexto casi <?' (z) > 1 y zl > Z0 (fig. 6)
entonces: Zo < Xi Z2 ≤ . . . ≤ Xm < Zm-j-i < . . .y Z2 — Zi < Zs - Z2 < Z4 — Z3 < ■ . · < Z,,H∙1 — z,„ <

Séptimo caso: φ' (z) < — 1 y Zi < Z0 (fig. 7)
tenemos entonces:

X1 < X(∣, X1 > Xa, Xi < Xo, Xt > Xo1 ■ ■ ∙1 Xjm-I < Xo1 X2∣1> > Xo1 ∙ ∙ ∙



— 35 —



— 36 —

y simultáneamente:

Xt-Xl < Xt — xi < χi — χ3 < χi-χi < ... < x2 m — x2n-ι <

< x2m -X2m+1 < S2m+2 ~ ≈2 ffl÷l < X2m-f-2 — S2λ+3 < ...

Octavo caso:

<j>' (x) < — 1 y Xi > X0 (fig. 8)

En este caso:

X0 < Xb X0 > X2, Xo < Xa, Xo > Xi, ■ · ■, ÍO < ≈2m-l, Xt > X’2m ■ ■ ■

y Xl — X2 < X3 — Xt < Xt — Xi < · · ■ < S2m-1 — ≈2m < sn+1 ~— S2 m < X2 m-∣∙l S2 t3j-2 ≤ X2 m∣+3 X2 m+2 < · · ·
En todos estos ocho casos se podría aplicar, oon ciertas condi­

ciones satisfechas, el siguiente método de evaluar las raíces con 

la exactitud deseada:
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Supongamos que la raíz x0 esté incluida en el intervalo | c; d ] 
(donde c < d) y que en este intervalo no haya ninguna otra raíz. 
Formemos el cociente incremental:

<P (d) — φ (c)
a = ----------------------

d —c

que nos da un valor medio (que nos permite una orientación 
aproximada) de la derivada φ'(30 en el intervalo [c; d] (fig. 9).

El método consiste, a la manera de la « regula fa⅛i», en subs­
tituir la curva y = φ(z) por rectas en el intervalo [C; <ZJ.

Como primera aproximación de la raíz tomemos cualquier va­
lor xi de este intervalo, calculemos el valor φ(z1) y por el punto 
[a⅛,φ(^ι)J hagamos pasar la recta Li, de coeficiente angular a:

y — φ («i) = a (τ — Z1)
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El valor z2 de la abscisa (o lo que es lo mismo, de la ordenada) 
del punto de intersección de la recta Li con la recta y = x cons­
tituye la segunda aproximación de la raíz Z0.

Obtenemos la relación siguiente entre z1 y X2:

φ (z1) — a . i'i X2----------------------
1 — a

Conservando el mismo coeficiente angular a para las rectas de 
aproximación que reemplazan a la curva y = φ(z) en dicho in­
tervalo, Iiacemos pasar la recta L2 por el punto [z2, φ (z2)]:

y - ψ(z2) = α(z -Z2).

El va’.or Z3 de la abscisa del punto de intersección de la recta 
L2 con la recta y = x constituye la tercera aproximación a la raíz 
buscada:

φ (z2) — α . Z2 
X3 =-------------------

1 - a

Prosiguiendo en esta forma obtenemos una sucesión cuyo ené­
simo término se expresa por la siguiente fórmula de recurrencia:

j..,⅛-,ll0l 

1 — a

Discutamos la convergencia de la sucesión así obtenida. Ante 
todo, hay que determinar la condición suficiente para que todos 
los términos de la sucesión estén incluidos en el intervalo [c; d], 
es decir, para que la recta L„, de coeficiente angular a y que 
pasa por el punto [z„, φ(ζ„)], corte a la recta y = z en un punto 
cuya abscisa pertenezca a este intervalo. La condición buscada 
equivale, como es fácil de observar, a la condición de que el arco 
de la curva y = φ(r) correspondiente al intervalo [c;d] no ex­
ceda la franja determinada por las dos rectas:

y = c + a (z — c)

y = d + a(x —d)

Las figuras 10 y 11 ilustran esta condición en dos casos dife­
rentes: o) para a > 1; 1>) para a < 1. Excluimos de las conside­
raciones el caso en que a = 1, dado que se lo puede evitar redu­
ciendo el intervalo |c;d].



— 39 —

Supongamos, pues, que dicha condición se cumple, y además 
que en el intervalo abierto (c;d) la función φ(x) tiene la deri­
vada φ'(s). Determinemos la diferencia entre la raíz buscada y 
su enésima aproximación:

Φ (x„_i) — α . .r,l-ι
X0 — x„ = X0------------- - -------------

T —a

Siendo >⅝ = φ(So), obtenemos:

_ _ i ∖ Φ (sn∙∙ i) ® · Sn-I _Xo Xn -, ψ (Xθ∕ ’ —
1 — a

= Φ (so) — φ (xn-ι) - «(xp — xn-ι)

1 -a
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Apliquemos el teorema de Lagrange a la diferencia φ(z0) 

-φ(zn.ι):ψ (Zo) — <p (zn-l) = (Zo — Zft-l) ∙ J [Zn-l F θn (χ0 ~ Zn-1)]
y pongamos:

φ' [zB_i + Θn(z0 — z,i-ι)] = βn

Podemos entonces escribir:(Χΰ Xn-l) (βη α)Χθ — Xn = ------------ --------------------
1 — «

De donde: [ Zo — z„ [ = [ Zo — z,1-ι I. ! Pn — « I11 —a I
[111

[12]
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Supongamos ahora que la función φ(x) es monótona en el in­
tervalo [c; d], y marquemos con a y b dos cotas inferior y su­
perior del módulo de su derivada en este intervalo; vale decir, 
dos números que satisfacen las desigualdades:

O ≤ a ≤ I φ' (x) I ≤ b

Entonces se cumple la desigualdad:i I . b —aISo — Snl ≤ Is0-S„_1| . - ----------- -11 —«I 
y las desigualdades sucesivas:

I It βI So — S21 ≤ I So - Si I . - ----------- -
I l-α I

, . . l b — a , , (b — a)2I S0 — xi I ≤ I so - s21. - ----------- -  ≤ | so — Si I. ------------- —I 1 -a I 11 — a Pi i^i i (&-«)’so — S4 ≤ X0 - si . - ----------- —
: ¡1 —«I3

I S0 — xz I ≤ I So - si I . ——— [13]|i-«l"
Si suponemos ahora, como última condición, que en el intervalo 

Mb

b — a < ] 1 — a ! [14]

podremos afirmar que la sucesión {sn} tiende al valor x0.
La rapidez de la convergencia de la sucesión {xn} es tanto ma­

yor cuanto menores oscilaciones experimenta la función ∣φ'(s)∣ 
comparada con el módulo de la diferencia (1 - a) en el inter­
valo [c; d]. De aquí resulta que, por ejemplo, si a tiene un valor 
muy cercano a 1 entonces, para la aplieabilidad del método des- 
cripto, basta que la curva y = φ(x) se aproxime a una recta.

Apliquemos este método a la resolución de la ecuación siguiente:

^ 200 --J⅝⅛t-
2(10-√3-x)3

[15]

Esta ecuación se presenta, por ejemplo, en la determinación de 
los puntos de anulación del campo newtoniano entre tres ma­
sas unitarias ubicadas en los vértices del triángulo equilátero 
cuyo lado es igual a 20.

Busquemos la raíz próxima a 7,32.
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La iteración usual falla en este caso. En efecto, se puede es­
cribir esta ecuación de las tres maneras siguientes:

а)

б)

i = i √20^ J⅛+≤≡Z
V 2(10^3-x)si = 10.V3--∣7⅛⅛⅛i
v V 400 -2ι2

[16 a]

[16 b]

c) z = ± V [2 (10. √T- z)3. (200 - z2)]0∙4 - 100 [16 c]

En el primer caso, obtenemos los siguientes valores de los pr- 
meros tres términos de la sucesión de iteración:

Xi = 7,32 ι1 = 7,3392 I3 = 7,23056,

en el segundo:

Ii = 7,32 I2 = 7,3264 I3 = 7,31919

y en el tercero:

ii = 7,32 i2 = 7,3293 I3 = 7,312525.

En los tres casos ocurren entonces las desigualdades siguientes:

I3 < Ii < X2

y simultáneamente:

Z2 - Zi < Z2 - Z3.

Esto nos sugiere la idea de que todos estos casos corresponden 
al tipo 7.

Apliquemos entonces el método descripto partiendo, por ejem­
plo, de la forma [16b], Para determinar el intervalo [c;d] po­
demos servirnos de los valores ya calculados:

zl = 7,32; z2 = 7,3264; Z3 = 7,3192.

Suponiendo encontrarnos en el caso [7] busquemos la raíz z# 
incluida entre los valores z1 y Z2. Substituimos entonces:

c = 7,32; d = 7,3264; φ (c) = 7,3264; φ (d) = 7,3192 (fig. 12).

De donde:

φ (rf) — φ (c) _ 9

d — c 8
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es decir = -1
8

Como primera aproximación utilicemos directamente x = 7,32, 
y entonces obtendremos:

ΐ2=φ(7,32) + 9/8Λ32_ =

1 + 9/8 

φ (7,32301) + 9/8.7,32301

17/8

Pero como

Φ (7,32301) = 7,32301

deducimos que ya la segunda aproximación es tan precisa que 
utilizando Ioragitmos de 6 cifras decimales no se conseguiría una 
aproximación más exacta.
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Pasemos ahora al caso de dos ecuaciones con dos incógnitas:

Λ (z, y) = 0

Λ (z, y) = 0.

Supongamos que las podemos presentar de manera unívoca en 
la forma:

z = ? (z, y)

y = Ψ (z, y)

También en este caso podemos dar interpretación geométrica 
de la iteración usual.

Imagínemenos dos superficies Z1 y Z2 cuyas ecuaciones sean 
las siguientes:

z = <p(x, y) y z = ψ (z, y) (fig. 13)

Marquemos con z0 e yl∣ el par de valores que satisface el sistema 
dado de ecuaciones. Determinar este par de valores significa geo­
métricamente encontrar la recta

X = Xn

y = y»

que cortaría la superficie Z1 en el punto en el cual

? (zc, yo) = xo

y que, simultáneamente, cortaría la superficie Z2 en el punto en 
el cual

Ψ (zo, yo) = yo.

Todos los puntos del espacio para los cuales

z = φ (z, y)

pertenecen a la curva kx de la intersección de la superficie Z1 
con el plano r = z. Igualmente, todos los puntos para los cuales

y = Ψ (z, y)

pertenecen a la curva k∣l de ¡a intersección de la superficie Z2 
con el plano y = z.

La solución de las ecuaciones dadas consiste entonces en hallar 
una recta normal al plano XOF, que corte simultáneamente a 
las dos curvas lcx y k,∣.
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Designemos estos puntos de intersección por Ax y Ay respecti­
vamente; sus coordenadas son entonces.

[Xo, yo, φ Uo, yo)]

y
[x0, yo, ψ Uo, yo)]

Geométricamente el procedimiento de la iteración usual es el 
siguiente:

Partimos del punto (z1, y1, o). La recta paralela al eje OZ 
que pasa por este punto corta a la superficie Z1 en el punto cuya 
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coordenada z es igual a tp(z1, y1) y a la superficie Z2 en el punto 
cuya coordenada z es igual a ψ(zi, y1).

El plano

z = 9 (⅞ yi)

corta al plano c = z a lo largo de la recta L1 paralela al eje OI7 
y el plano

í = ψ (⅞ 2/i)

corta al plano z = y a lo largo de la recta Li paralela al eje OX. 
El punto de intersección de las proyecciones de las rectas Li y 
Li sobre el plano XOY constituye una nueva aproximación. Sc 
sabe que (C. Runge und H. Kónig, «Numerisches Rechnen») si 
en la proximidad del punto (.το, y0) se cumplen simultáneamen­
te las dos desigualdades

!?/! + ! Ψ/1 < K < i

y
! ⅛' I + IΨ,'∣ < s < i,

entonces la sucesión de aproximaciones así obtenida tiende al pun­
to (⅞, y o).

Independientemente de si las desigualdades arriba citadas se 
cumplen o no, se puede, bajo ciertas restricciones, aplicar otro 
método para resolver el sistema de ecuaciones dado.

Llamemos s al entorno rectangular situado en el plano XOY 
y delimitado por las rectas:

x = a

x = b

y = c

y = d

donde a < b y c < d.
Supongamos que este entorno contenga un solo punto (xl>, y∏) 

cuyas coordenadas satisfagan el sistema dado.
Designemos por a un cierto valor promedio de la derivada φ1' 

en el entorno s y por β un cierto valor promedio de la derivada 
ψ∣z' en ese entorno.
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Partimos de un punto (α⅛, y1) del entorno s y consideramos 
la recta

X = X1

y = Vi

que corta a la superficie Z1 en el punto que llamaremos M1 y a 
la superficie Z2 en el punto Λr1. Hacemos pasar por el punto M1 
el plano P1 paralelo al eje OY, cuya ecuación es:

z — φ (x1, yl) = a. (x — x1)

y por punto Ar1 el plano B1 paralelo al eje OX, y cuya ecuación es:

z — ψ Ut, yι) = β U — 7∕1)

El p’ano P1 corta al plano z = x a lo largo de una recta cuya 
proyección sobre el plano XOY tiene por ecuación:

φ (χι, yi) — α . xi
x = -----------------------------

1 — a

Análogamente, el plano R1 corta al plano z = y a lo largo de 
una recta cuya proyección sobre el plano XOY es la recta:

Ψ Ub yι) — β ∙ 2∕ι 
’-----------Γ→—

E! punto (z2 , V2) de intersección de estas dos proyecciones 
constituye una nueva aproximación.

Continuando de manera análoga obtenemos la siguiente suce­
sión de aproximaciones del punto Uo, yo) '■

<f Un—1. ‰-l) — a - Zn-1

ψ U„-i,3∕,i-1) — β . ya-ι
yπ 1 - β

Determinaremos las condiciones en las cuales la sucesión de 
pares (x„ , y„) tiende hacia el par (α⅛, y0).

Supongamos primeramente que la parte de la superficie z = 
= φ(z, y) correspondiente al contorno s no exceda la capa deli­
mitada por los dos planos:

z — a = a (x — a)
z — b = a U — b)
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y que la parte de la superficie z = ψ(x, y) correspondiente al mis­
mo entorno no exceda la capa delimitada por los dos planos:

z-c = β (1/ — c)

z - d = $(y —d)

Cumplidas estas condiciones evidentemente todos los puntos (xi, 
yi) no exceden el entorno s.

Calculemos la diferencia

Xo Xr — Xq φ (¾,.-1, y,i-l) — « ■ Zn-I

1 —a

Dado que

Zo = <P (z5, yo)

podemos escribir

® (zo, 2/o) - φ (zn-ι, y„-i) -a (xo-z„_i)
Zo — zn =----------------------------------------------------------- .

1 -a

Supongamos que en la región s existan las derivadas φ√ y φs'. 
Podemos entonces aplicar el teorema de Lagrange:

(Xθ Χ»-1)· ψj { [x∏-1 4- θ (Xθ Xn-l)]j ?/ί> }
-fO — Xn =----------------------------------------------------------------------------------------- -T

1 —α

■ (yo — y∏-ι)∙ φy' {zn-ι, [yn--ι + Θ1 (yo — yn-1)]} - g (x0 - x,.-ι)

1 — g

o brevemente:

(χο — Xn-1). φ/ ÷ (yn-yn-ι). <fv — α(xo -Xn-ι)
Xo — Xn = --------------------------------------------------------------------------------------------------- =

1 — χ

_ (χο - χn-ι) (√ —«) + (y» — yn-ι) ■ √

1 —α

de donde

I Zo — Zn I ≤
|xo—xn-ι !■ I φx'-a I + ∣yo-yn-ι∣ ■ I φ/ | 

ll-g∣
[17]
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Suponiendo que en la región s existan las derivadas ψ1' y ψi' se 
puede llegar a una desigualdad análoga:

I yo - yn I ≤ ! yo — y,i-ι I ■! Ψ/ — β I + I ≈o — a⅛-ι I . Ψ/
!i-β∣

[18]

Supongamos ahora que cada una de las derivadas mencionadas 
conserve en el entorno s signo constante, e introduzcamos los sím­
bolos siguientes:

Tenemos entonces las desigualdades siguientes:

0 ≤ m ≤ I √ I ≤ α2

O ≤ bl ≤ ] √ I ≤ δ2

O ≤ Ci ≤ I Ψ/ I ≤ C2

O ≤ d1 ≤ I ψ/ I ≤ d2

Podemos ahora reemplazar las desigualdades [17] y [18] por 
las siguientes:

b.

Si admitiremos que existe una fracción positiva K < 1, para la 
cual se verifican las desigualdades:

ai y O2 para las cotas inferior y superior de ∣ <px' | en el entorno s,

6i y &2 » » » » » » » i φ; i » > > »

Ci y c2 » » » » > » > I ψ/∣ » » > »

di y di » » » » » » » i ψ1∕ i » » » »

I I-I ∣ α2 - Oi , . OoI ίο — Xn I ≤ I zo — z,,-11 - -------- - -H I yo — yn-iI - -------- -
I 1 — α I I 1 — a I

! yo - yn I ≤ I yo - yn-ι| ~+ ! zo - xn-ιI ·-■ Ci
11 — β I 11 — μ i

de donde:

I Zo -Z11 ¡ + I yo ~y>1 I ≤ I Zo -Z11-II í-^—+ -—-—-ή ÷ 
∖∣ι-≈l ∣ι-β∣∕

+1 I (Λτ*τ⅛l [19]
∖∣l-a∣ ∣1-N∕

G⅛ — Gl . C2•-------------h-----------< K
∣l-a∣ ∣1-0∣
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y &2 , ⅛ — ¿1
■------------------ F----------------< KI 1 — « I I 1 - β I

podremos escribir:

I Zo — xr. I T ! yo — yn I < κ ([ x0 — xn-ι | + | y<¡ — yn-ι I)

de donde resulta:I Z0 — Xn I 4- I ?/0 — IJ11 ∣ < Kn-1 (I X0 — X1 I + I 2/0 — 2/1 I)
lo que significa que Ia sucesión de pares (xi, yi) tiende hacia el 
par (z0, yo).

La generalización de este método para el caso de n ecuaciones 
de n (tj∙^3) incógnitas no presenta dificultades teóricas.
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puscular, por el ingeniero M. Simonoff................................................... (Nq 167) $ 18.00

23. Saneamiento urbano en la República Argentina. Segunda parte. Desagües
urbanos por el ingeniero E. Artaza. Cuaderno NQ 1. Noviembre 1943.... (Nq 169) $ 4.00

24. Semejanza Mecánica, por el ingeniero C. Berta ............................................. (Nq 171) $ 4.00
25. Aceros y Tratamientos térmicos, por el ingeniero A. Lodeiro Blanco.... (Nq 172) ? 4.00
20. Carburantes, Combustibles y Lubricantes. Ensayos Normales, por los Asis­

tentes Dr. E. Castellano e Ing. M. Mesny, del Departamento de Mecánáica (Nq 175) $ 3.00
27. Física General. Tomo IQ, quinta edición, por el doctor R. G. Loyarte,

Junio de 1944 ...........................................  (Nq 176) $ 18.00
28. Tratado de Optica. 1er. Fascículo, por el doctor E. Loedel Palumbo.... (Nq 178) $ 7.00
29. Aurel Stodola a través de sus Libros, por el ingeniero Emilio Mallol.... (Nq 181) $ 0.50
30. Trigonometría, por el ingeniero Numa Tapia .................................................. (Nq 182) $ 25.00
31. Discursos pronunciados en el homenaje a la memoria del ingeniero Julio

R. Castifleiras ............................................................................................................ (Nq 194) Grat¼
32. Discurso pronunciado por el Sr. Vice Presidente de la Universidad Inge­

niero A uilee Martínez Civelli1 en el acto de la reapertura de la Univer­
sidad, el día 25 de Octubre de 1945 ................................................................... (Nq 185) Gratis

34. Introducción a la Matemática Superior, por el Dr. A. Sagastume Berra.
Noviembre de 1946 .................................................................................................... (N 189) $ 25.00

36. El Riachuelo, sus puentes y las obfras a encarar en el próximo quln ne­
nio. por el Ing. José Negri. Abril de 1947 ...................................................... (Nq 191) $ 3.00

37. Física General - Tomo III - Cuarta edición, por el Dr. R. G. Loyarte.. (Nq 194) 5 ι8.00
38. Elasticidad y Plasticidad. Placas Planas, por los Ingenieros Arturo M.

Guzmán y César Luisoni. Enero 1950 .............................................................. (Nq 197) $ 12.50
39. Reconocimiento Trigonométrico de I y II orden. Construcción de Torres y

Marcas Geodésicus, por el ingeniero Heliodoro Negri. Enero 1950........... (NQ 198) $ 20.00
40. La Determinación de la forma de las Figuras en la Triangulación Fun­

damental Argentina, por el ingeniero Heliodoro Negri ........................... (NQ 201) $ 5.00
41. Aplicaciones de una Calculadora Analógica Electrónica, por el inge­

niero Plácido Clcala ............................................................................................... (NQ 202) $ 5.00
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41 bis. Vn Mensaje Plástico para Ia Arquitectura ............................................. (N9 203) $ 5.00
42. Consideraciones sobre la lluvia artificial, por los ingenieros G. Dedebant

y R. Di Maio .......................................................................................................... (N9 204) $ 5.00
43. Breve reseña histórica del Departamento de Aeronáutica; Sobre la fle­

xión de placas oblicuas. Hacia una nueva termodinámica de la at­
mósfera. Aplicación del método de iteración de Ricard-Lindelof para
Ia resolución de ecuaciones diferenciales. Distribución de Ia sustenta- ..................
ción con diagrama lineal. Tensiones de cierre óptimo de un cosquillo 
de cojinete. Efecto del viento en la trayectoria activa de un cohete. ..................
Fórmulas prácticas para Ia integración numérica ................................. (N9 206) $

43 bis. Sobre el cálculo de las frecuencias propias y formas de oscilación. 
Un método para determinar características de perfiles alares. Matrices 
para el cálculo de la distribución simétrica de la sustentación por el 
método de Pasqualini. Estudio sobre las deformaciones de una lámina 
de espesor variable ................................................................................................... (N9 206 bis)
de espesor variable ................................................................................................... (N9 206 bis)

44. Tracción por locomotoras a vapor, por el Ing. Carlos Ponsatl ............... (N? 207) $ -----
45. Sobre imanes permanentes, por L. Costa Long ......................................... (N9 208) $ -----
46. Determinación de latitud y corrección del reloj por el método de Gauss

y los problemas que plantea la observación, Agrim. Juan E. Ferenza (N9 209) $ -----
47. Sobre los concepto» de energía Utilizable de un sistema y de efectivi­

dad térmica de un ciclo o una transformación, por el Ing. Carlos García (N9 210) $ ------
48. Sobre la función aleatoria X (t) = K (t, S) d (S), por el Dr. Emi­

lio Machado ........... ................................................................................................... (N9 211) $ ------
49. Estudio del fenómeno de desgaste y medio de evitarlo con soldadura eléc­

trica, por el Ing. Vladimiro Vllham....................................................................... (N0 214) $ -----
50. Derivación de agua de los Ríos. - Obra-tipo sin ingreso de arrastre, por

el Ing. José S. Gandolfo............................................................................................. (N0 217) $ ------

Se enviará sin cargo, a quien lo solicite, la “Lista de Publicaciones”, que contiene la nómina 
completa de publicaciones de la Facultad.



Se terminó de imprimir el 10 de diciembre de 1958, en los
Tall. Gráf. « Palumbo >, Lamadrid 311-25, Buenos Aires.



PUBLICACIONES DE LA

FACULTAD DE CIENCIAS FISICOMATEMATICAS

Las publicaciones oficiales de la Facultad se dividen en las tres series si­
guientes:
Serie Primera. — Informaciones generales

Esta serio COinprende:
a) el Anuario, que so publicará cada dos años, con informaciones relati­

vas a las leyes, decretos, ordenanzas del Consejo superior que afecten 
a la Facultad y las del Consejo académico de la misma y resoluciones 
del decano de interés general, organización general de la Facultad, 
carreras que se cursan en ella, planes de estudio, programas de las 
materias, autoridades y personal docente, etc.

b) Informaciones sobre la organización y evolución de sus institutos, 
departamentos, laboratorios, gabinetes, etc.

o) Ampliaciones de sus edificios, publicando planos, fotografías, presu­
puestos, partidas acordadas en el presupuesto nacional, donaciones, etc.

d) Movimiento del personal docente y datos sobre el mismo, visitas rea­
lizadas por personas destacadas, etc.

e) Informes sobre elecciones de autoridades y asambleas de profesores. 
Discursos académicos.

f) Noticias sintéticas de carácter general sobre actos de instituciones si­
milares nacionales y extranjeras.

Serie segunda. — Revista y Contribuciones
Esta serie que es continuación de las series matemática, física y técnica, 

publicadas hasta el 31 de diciembre de 1938, con el título principal « Contri­
bución al estudio do las ciencias físicas y matemáticas», comprende:

α) La « Revista» de la Facultad de ciencias fisicomatemáticas, con tra­
bajos do índole técnico-científica de su personal docente, orientados 
en primer lugar a las necesidades de la enseñanza y su vinculación 
con la industria nacional.

b) Las «Contribuciones» al estudio de las ciencias físicas y matemáticas, 
con trabajos y conferencias de índole científica de los miembros del 
personal docente de la Facultad o de personas extrañas al mismo, que 
el Consejo académico o el Director de publicaciones resuelva publicar, 
agrupados en concordancia con la organización general de la Facultad.

La «Revista» se publicará cada dos meses y las « Contribuciones» a me­
dida que se acumule el material necesario para su número.
Serie tercera. — Publicaciones especiales

Esta serie comprende:
o) Publicaciones especiales.
b) Textos generales.
c) Publicaciones didácticas.

Las publicaciones llevarán una Iiiiiiieriicion general siguiendo la de las ante­
riores de la Faciilliiil por orden cronológico, de acuerdo con la fecha en que 
se termine la impresión.

Además, cada serio llovu rá en ul mismo orden la numeración especial que 
le corresponda. Esta numeración se inicia en el año 1939.

E⅛ todos los originales y publicaciones respectivas correspondientes a la 
segunda serie se hará constar la fecha de entrega a la Comisión para ser 
impresos.

ADVERTENCIA

Con el fin de evitar extravíos en la correspondencia, rogamos que so nos 
hagan los envíos a la siguiento dirección:

Facultad de Ciencias Fisicomatemáticas
Comisión de Publicaciones

Av. 1 esq. 47. - LA PLATA
República Argentina


