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DEPARTAMENTO DE ELECTROTECNIA

RELACIONES DE AMPLITUD Y FASE EN LOS
GIRGUITOS ELEGTRIGOS

INnc. JUAN MANUEL BARCALA

1. Generalidades. — El tema que se trata en el presente tra-
bajo es de gran importancia en los actuales sistemas de Radio co-
municaciones, Televisién, Servomecanismos, ete., en lus que la se-
fial o informacién debe atravesar una red de circuitos eléctricos
y donde cada una de sus mallas individuales produce un efecto
definido sobre la amplitud y la fase de la misma.

En los comienzos de la radio, las relaciones entre amplitud y
fase en un circuito no fueron consideradas, porque las sefiales a
amplificar eran en su mayoria de audio frecuencia y en ellas la
distorsién de fase no es un problema de fundamental importancia.
En cambio en la etapa modulada de un trasmisor, la fase comienza
a tener ya alguna importancia por la deformacién que introduce
en las bandas laterales.

En las sefiales de televisién, pulsos de formas definidas, que en
general pueden considerarse como formadas por la superposicién
de ondas sinusoidales de amplitudes y fases adecuadas, es de fun-
damental importancia el mantener las relaciones correctas entre
estos pardmetros de cada componente que atraviesa el sistema, pa-
ra que la forma de onda de salida sea idéntica a la de entrada.

La rotacién de fase y la atenuacién en un servomecanismo o
en un sistema de regulacion, juegan un papel importantisimo en
su estabilidad y respuesta, razén por la cual el conocimiento de
estas dos magnitudes y sus relacion»s es conveniente.

Se deduce de lo antedicho que estas re'aciones en an circuito
o sistema, constituyen un punto vital y es por eso que en los 1ul-
timos tiempos se las ha estudiado en forma intensa, llegando a
desarrollarse expresiones que aunque complejas en su aplicacidn,
resuelven e' prob’ema.

Este puede ser planteado concretamente en la siguiente forma:
conocida la amplitud, en funcién de la frecuencia, de un circuito,

5
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ies posible conocer o determinar la fase del circuito en funcién
de la frecuencia?

Tomando otras magnitudes tales como la resistencia R(w) y la
reactancia X (w) de una impedancia, que pueden relacionarse fi-
ci'mente con la amplitud y con la fase, el problema anterior se
epunciaria: dada la resistencia R(w) de un circuito, ;es posible
conocer su reactancia X (w)? Desde un punto de vista matemiti-
co, recordando gue toda funcién de impedancia Z(w) tiene parte
real e imaginaria, dadas respectivamente por R(w) y X(w), se
puede decir: conocida la parte real o la parte imaginaria de una
funcion de impedancia, ;jqueda determinada la parte imaginaria
0 la parte real respectivamente?

Felizmente este problema ha sido resuelto, si bien es cierto no
en forma general, pero si, con algunas restricciones que los circui-
tos las cumplen en gran parte. Es verdad que no existe una tnica
relacion entre amplitud y fase o parte real e imaginaria en un
circuito de dos pares de terminales (cuadripolos) o en una impe-
dancia de un par de terminales (dipolo). Sin embargo, hay una
relacion inica entre estas magnitudes euando el circuito es del
tipo llamado de minima fase, para el primer caso y de minima
reactancia para el segundo.

Mids adelante se definird lo que se entiende por circuitos de
minima fase y minima reactancia. En estos circuitos si la atenua-
cién o la parte real se elige arbitrariamente, la fase o la parte
imaginaria queda determinada. La reciproca también se cumple.

Un circuito de minima fase, es aquel que tiene la minima rota-
cion de fase compatible con el nimero de elementos que pueden
almacenar energia en el mismo. La gran mayoria de los circuitos
que se usan son de minima fase.

Las relaciones entre parte real y la parte imaginaria de un cir-
cuito comienzan a estudiarse ya desde el afio 1925. Carson en su
libro « Electrie Circuit Theory », en la pag. 180 dice: ‘el compor-
tamiento de un circuito bajo todas las condiciones queda completa-
mente determinado, si se conoce ya sea, la componente real o la
componente imaginaria de la admitancia o de la impedancia com-
plejas, en todo el rango de frecuencia». Ya acé se admitia en-
tonces, que solamente era necesario conocer una de ellas para que
la otra quedase autométicamente determinada.

Mis tarde, Lee, en un trabajo publicado en «Jouinal Mathema-
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tics and Physics »(*) demuestra, que la conductancia y susceptan-
cia de la admitancia de un circuito, son transformadas de Hilbert
y usa estas transformadas para calcular la parte imaginaria, co-
nocida la parte real y viceversa. También establece relaciones entre
el médulo y la fase de una admitancia.

Bayard en su articulo (2) publicado en el afio 1935 discute los
requisitos de los circuitos de minima fase y establece las relaciones
entre parte real y parte imaginaria de una impedancia,

También Bode en su libro « Network Analysis and Feedback
Amplifier Design», da soluciones al problema de relacién entre
amp'itud y fase en forma de ecuaciones analiticas y también da
un procadimicnto grifico que permite hallar una componente co-
nociendo la otra.

En este trabajo se tratari de dar las ecuaciones que permitan
determinar !a funcién analitica de la impedancia Z(p) conocidas
va sea R(w) o X(w), en forma de expresiones analiticas.

Los resultados obtenidos pueden extenderse ficilmente a a fun-
cijn de transferencia.

2. Propiedades de las impedancias. — Se darin aqui las
principales propiedades de una impedancia que pueden aplicarse
sin dificultad, también a las admitancias.

1) La impedancia Z(p) es una funcién racional si la malla a la
que portenece estd formada por clementos concentrados, se pued?
expresar como la relacion de dos polinomios

AnP™ + A p™ 1+ .t apta
bap* + by p™ + ...+ bip + bo

Z(p) = 1]

para que la expresion [1] represente una impedancia fisicamente
realizable, hay que imponer ciertas condiciones. Los coeficientes
Q,...0n, by. Dy, son funciones de los parimetros B, L y C que
tenga el sistema y deben por lo tanto ser cantidades reales pero

(1) Y. W. Lee: «Synthesis of Electrical Network by means of the Fou-
rier transforms of Laguerre’s Function ». Journal Mathematics and Physics,
Vol 11, 1931-1932, pig. 83.

(2) M. Bayard: < Relations cntre les partics reclles et imaginaires des
impedances ct determination des impedances en fonction de 1’une des partiess.
Revue Générale de L’Electricité, Vol. 37, N* 21, aiio 1935, p4g. 659.
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N0 nccesariamente positivas, a menos que el circuito sea pasivo,
es decir, que no contenga vilvulas en su estructura.

2) Los ceros y los polos de la funcién impedancia, que son las
raices del numerador y denominador respectivamente, deben te-
mer su parte real negativa o nula; por lo tanto estar ubicados so-
bre el eje real negativo o ser pares conjugados. Es una propie-
dad de estabilidad.

3) Si p sz rcemplaza por su sonjugada, Z(p) se transforma en
su conjugada. Esto siginifica que la componente real de la fun-
cién impedancia debe tener simetria par sobre el eje de frecuen-
cia y la componcnte imaginaria simetria impar.

4) Los polos y los ceros de la funcién impedancia, que estan
sobre el eje imaginario (jo) son necesariamente simples y con
residuos positivos en dichos polos.

Definiendo como circuito de minime reactancia a aquel que
no tiene polos sobre el cje imaginario, los elementos que que-
dan deben tener disipacion o sea resistencias asociadas.

L,
TO00
g_| |._f-n'\__ Zotp |—

- ep)

Fio. 1

Si en una impedancia cualquiera Z(p), se quitan todas las
reactancias puras en serie que contiene, la impedancia resultan-
te Zy(p) es de minima reactancia.

Z(p)=pL+_1_+ﬂ’+Za(p) 2]
pc p2+(0-z
con
1
av=_
1
w?= !
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En la fig. 1 sc indica una impedancia general Z (p), que no es
de minima recactancia. Si de ella sc quitan los elementos correspon-
dientes a los polos: cn el infinito dado por pL; en cero dado por
L y en w, dada por L, la parte restante Z, (p), que cs
pe PPt}
una impedancia que no tiene polos en el eje imaginario, es entonces

una impedancia de ménima reactancia.

En forma similar, si a una admitancia general se le quitan todos
los polos sobre ¢l eje imaginario, se tendrd un circuito de minima
susceptancia. Recordemos que los polos de una admitancia son
los ceros de la impedancia correspondiente.

3. Propiedades principales de los tetrapolos. — La funcién
principal en un tetrapolo es la funcién de transferencia que se
define como la relacion entre la transformada de la respuesta y
la de la excitacion.

Sea el circuito de la fig. 2 con el tetrapolo N.

———— EE—— ]

v, N V

C ]
Fio, 2

y t1(t), vo(!) la tensién aplicada y la respuesta respectivamente.
Segtin la definicion la funcion de transferencia estard dada por:

/a va (1) e—Pt gt
Fp=2

[ mvl (t) e—rtdt
0

Esta funcién resulta generalmente expresada como la relacién de
dos polinomios en p.

(3]

Cuando la funcion de transferencia se toma para p = Jjw o sea
el comportamiento para las frecuencias reales, ésta se transforma
en la funcién de transmision y se expresa como

h(Gu) = H (jo) &0 @ (4]
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H(w) es el médulo y 6(w) es la fase de este tetrapolo, siendo
ambas funciones de la frecuencia.

Algunas de las principales propiedades de estas funciones, cuan-
do ellas corresponden a circuitos realizables son:

1) Los polos de las funciones de transferencia estable pueden
solamente estar en el semip'ano izquierdo o sobre el eje imagina-
rio, siendo en este caso simples. Nunca sobre el semiplano dere-
cho de la variable p.

2) No hay restriccion en cuanto a la posicion de los ceros de
una funcién de transferencia, pero deben ocurrir en pares conju-
gades y no pueden ser mis numerosos que los polos.

3) La parte real y la parte imaginaria de una funcién de
transferencia para p = jo, son funciones par e impar de frecuen-
cia respectivamente.

La funcion de transferencia correspondiente a los circuitos de
minimg fase, que son aquellos que tienen la propiedad de produ-
cir la minima rotacién de fase para una dada variacién de am-
plitud o médulo, es de gran importancia técnica. Esta caracte-
ristica se consizue cuando la funcidn de transferencia tiene sus
ceros ubicados todos en el semiplano izquierdo.

4. Planteo del problema. — Por ahora sc tratard la relacién
entre parte real ¢ imaginaria de una impedancia, que puede ex-
tenderse sin dificultad a la parte real ¢ imaginaria de una fun-
cién de transfercncia como también al logaritmo de dicha funecién.

Si en una impedancia Z(w), fig. 3 se hace circular un impulso

ich

— Z(w) |——-

= ect) =
¥io. 8

unitario de corriente, la tensidn que aparece en sus extremos
puede expresarse por medio de la transformada de Fourier

c(t) = 21—7:_/'[ i Z (w) et dw [5]



donde:
Z (w) = R (0) + jX (w)

El valor de Z(w) se puede expresar por la siguiente relacion:

2w = [ e e (6]
J — @
La [5] y la [6] constituyen un par de transformadas de Fourier.
En [5] se puede reemplazar Z (w) por su valor R (w) + jX (v),
con lo que se tiene:

e(t) = 2]—” J[ ) R (0) + jX (0)] [cos wt + j sen wt] dw

— @

=21—-/m (R (w) cos wt — X (w) sen wt) dw +
L

-‘.~2J— ) (R (w) sen ot + X (0) coswt) dw

puesto que R (w) es una funcién par de v y X (w) es una funcién
impar, la segunda integral resulta nula, con lo que se tiene:

r «
I
Jo

Las caracteristicas fisicas del problema imponen la condicién
de que e(t)=0 para {<0 por lo tanto

e(t) = 1 R () cos vt dw — i/ ) X (w) sen vt dw (7]
™ T 0

/GR(m) cos wt dw = IGX((.)) sen w (— t) dw
0 Jo

La primera integral es una funcién par de tiempo, mientras
que la segunda es una funeién impar.

La suma de estas integrales para t < 0 debe ser nula y para
t > ambas son iguales, siendo su suma igual al doble de cual-
quiera de elas. Por lo tanto para ¢ > 0 se puede escribir:

e(t) = 2 I.w R (w) cos wt dw = — 2 [ ) X (w) sen wt do  [8]
T .,0 T Jo

Lo que indica que para determinar la tensién sobre la impe-

dancia es necesario solamente el conocimiento de una de las com-

ponentes va sea R(w) o X (w). Conocida una, la otra no es arbi-
traria, sino que estid relacionada con ella.



En efecto si en la [6] se separa parte real e imaginaria se
tiene:

R = [ el)cosuld
Jo

X = — [ e()senatdt
Jo

reemplazando en estas el valor de e(l) segin la expresién mis
conveniente de la [8] se tiene:

R(w)=—Ejmcosmdt/wX(w)senmtdw
T Jo 0
s ] 9]
X (w) =-~—f $2n wi dt/ R (w) cos wf dw

T Jo 0

Las reaciones [9] permiten obtener una de las componentes de
la impedancia conocida la otra. Estas formulas de dificil aplica-
cién préctica, pues conducen a integrales muy complicadas para
resolver en el campo real, pueden quizi ser pasadas al campo
complejo para obtener una resolucién mas sencila. Ello se verd
que es posible puesto que la impedancia es en general funeion
de la frecuencia compleja p =0+ jo, lo que permite trasladar
o! problema a dicho campo.

Sea Z(p) una funcién que es analitica en el semiplano de la
derecha, pero que puede tener polos en el semiplano izquierdo.

Escribiendo

Z (¢ + jw) = R(s,0) +jiX (o, 0)

las funciones B y X son funciones arménicas de las variables
w y regulares en todos los puntos del semiplano derecho. La fun-
cién R (o, w) cs igualmente regular sobre cl cje imaginario, pues
para ¢ =0

R(0,0) = R ()

es la componente resistiva de la impedancia y
X (0,0) = X (0)

es la componente reactiva, de la impedancia Z(p) cuando la va-
riable compleja se transforma en los puntos del eje imaginario
solamente.
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5. Determinar la funcién impedancia Z(p) conocida la parte
real de Z (ju). — En este punto e' problema podria enunciarse
en la siguiente forma: Dada una funcién E(w) par, positiva y
regular para todos los valores de ® y en e! infinito, determinar
una funcion X(w) regular, tal que:

R () + X (0) = Z (ju)

sea la impedancia compleja de un circuito eléetrico.
Por razones de sencillez se determinard directamente de R(w),
no a la funcién X (w), sino a Z(p), que es la funcién de impe-

dancia, de la cual se puede pasar rapidamente a Z(jo) por me-
dio de:

Z (p) = Z (ju)
p=Jjo

Conocida Z(jo) se puede calcular ficilmente X(w) por pro-
cedimientos algebraicos simples.

Se comenzard con una funcién de impedancia Z(p) de un cir-
cuito pasivo que se sabe es una funcién racional, relacién de dos
polinomios. Z(p) no debe tener polos en el scmiplano derecho ni
sobre el eje imaginario.

Si tiene polos en dicho eje incluyendo p=0 y P =jeo deben
eliminarse segiin se indica en la expresién

b ¢,
Zo(P)=Z(P)_(GLP+—1+Z—,—p—,) (10]
p ¥ p- + Wy !
Zy(p) es entonces regular en el semiplano derecho y sobre el
eje imaginario siendo ademAs una funcién de minima reactancia.
Dado el caricter analitico de [10] se cumplen las condiciones
de Cauchy-Rieman.
R 0X OR X
dg dw dw ds
Las funciones R(0,0) y X(o,w) satisfacen ambas, a la ecua-
cion diferencial de Laplace:

R R

+ =0
de? du?
? X 2

+ X -

da? dw?
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Es decir que E(o,0) y X(o0,0) son funciones arménicas y
como a su vez constituyen la parte real o imaginaria de la misma
funcién analitica, se llaman conjugadas.

Es facil construir una funcién analitica cuando se conoce una
de las conjugadas, ya sea R(o,w) o X(o,w). Pero como se co-
noce R(w), es decir solamente un caso particular de la funcién con-
jugada, no se puede aplicar el mismo método que cuando se tie-
nen los valores en cualquier punto del plano p.

En particular, el problema puede ser resuelto por aplicacién
de la formula de Schwarz, que se desarrolla en el apéndice y
que permite determinar la funcién analitica Y(A) dentro de un
contorno, si se conoce el valor que la parte real de dicha funcién
toma sobre e! mismo

1 [2e g + )
¥)=—1 ——5(¢)d¢ 12
2 ks .’0 e). ¢ — A [ ]
En esta expresion que es vilida para el interior del circulo
unidad, la funcién f(¢’) es el valor que la parte real de w(})
toma sobre la circunferencia

oAy
a) b)

Fio, 4

!'. P=l"'jll3

¢’ es el argumento de un punto @ sobre el circulo unitario y A
un punto cualquiera dentro de! contorno, tal que:

Q= 2K
A= pgl¢

Si se aplica esta formula al caso de la resistencia R(w) para
determinar la impedancia Z(p), habré que efectuar una transfor-
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macién, que haga corresponder, al interior del circulo el semi-
plano derecho y al contorno, el eje imaginario en el plano p.
Conocida la transformacidn, los contornos son tales que los pun-
tos 1, 2. &, 3”, 4 se corresponden en ambos planos, segiin se ve
en la fig. 4 a) y D).

Partiendo del punto 1 sobre la circunferencia y recorriéndola
en sentido contrario a las agujas del reloj, el drea que queda
a la izquierda debe corresponder al semiplano derecho p.

La funcin que efectia esta transformacion es:

=X 1—pei®
L+X 14 pei?

(13]

de donde sa'e que:

1—pcos¢ —jpsen ¢

c+ju=
1+pcos¢ + jpsen ¢

operando y separando parte real e imaginaria se llega a

a2
o+ jo = 1—p*—j2psen ¢ 4]
14+ 2pcos ¢+ ¢

en esta expresion se ve que, si @ <1 (interior del circulo) ¢ >0
(semiplano derecho), y que si 0 =1 la parte real se anula 6=10
quedando:

. . sen¢
= —f_one 15
j ]1+cosq> (15]

se deduce de acd, que el eje imaginario positivo le corresponde
valores negativos de sen ¢ o sea el semi arco inferior.
La correspondencia queda entonces:

6=0 w=0 punto 1
3
d>=:t5 =1 puntos 2y 4

p==xx 0

F o puntos 3 y 3"

se aplicarin estas transformaciones para escribir la ecuacién
[12] en funcién de la nueva variable p.
Recordando primeramente que en lugar de ¢' hay que usar la
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variable sobre el nuevo contorno o sea w; se toma para ello el
valor de A de la ecuacién [13]

r=LTe
1+
ademaés siendo
1 4+ jo

el valor de los puntos correspondientes al contorno en el plano
A, que se transforma en el eje jw en el plano p.
Diferenciando la [16] se tiene

—i2
jeivdy = ——1°__dy
1 + ju)?
Remplazando acd e/¢ por su valor de [16] y operando se tie-
ne que:

do' = ——z—dm [17]
14+ o

Reemplazando el valor de A, ecuacién [16], ecuacién [17] ¥y
poniendo R(w) en lugar de [ (¢’) se tiene en ecuacién [12]:

w 1 —Jw 1—p
1 [ 1 + jo 1+p +2
: .R do [18
27:! l—jw 1—p () 1 4 o 8]

o= 1t 1l+p

Z(p) =

Los limites de la integral se transforman de 0 a 2x en —c
a o en la siguiente forma:

[T By AT Y R

con lo que el signo negativo que afecta a d¢’ desaparece. Redu-
ciendo a comiin denominador el primer factor del integrando y
operando se llega a

1 © 1 —jup : 2
Z = R —_— —do
® = — fu_ P R g
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Racionalizando el primer factor del integrando, la expresion
anterior se puede eseribir:

)=~ 1[" R+
)Pt

gl / 0= pyde [19]
(p*+ o) (1 + oY)

Recordando que E(w) es una funcién par de o, la segnnda
integra® es nula pues su integrando es una funcién impar de w.
La primera integral se puede poner por simetria.

_/ .U H lxl}
Pt
Esta es la expresion buscada que permite calcular el valor de

la impedancia Z(p) cuando se conoce la parte real de Z(w). La
condicion de validez de esta expresion requiere que

R (w) —=1).

p2+_0)2 Ty

(20]

A titulo ilustrativo se desarrollan seguidamente dos ejemplos
de la aplicacién de la férmula [20]:

Ejemplo 1° — Sea la funcién:

R
R 3
R(w) = = lﬁ (21]
1 '+' w°e R _Ez_ + (02
poniendo ® =2 y remplazando en [20]
N E
2 9
Z@=—I P _ ¥V a.
T , P2 + A _]_ + 22
v/ 0 62
2 PR d\
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Desarrollando el integrando en fracciones parcia'es
1 _ 1 (1 ]

1 1 2 2 1
2 2) [ )2 » P+ X *
(pH)(s‘H) T g

Sustituyendo en [22]
2pR

zm— [ - d\
_—pz\ p+)2 _1_+)\2
\e "1 J, g
/“‘ d\ _ = ./‘” dA _Bw
e 2p [l T2
0 jo g
7 (n) 2pR (__1_:___6:)-
h I Alep 2
ey
R R
Z(p) = (1-—-8p) =
’ 1—gp X 1+ %p
R é[ — €
<]
i (A

y sustituyendo @* = R%¢* resulta

R

7(p) = ——
(p) [= ke

(23]

que es la impedancia correspondiente al circuito indicado en 'A

figura 5.
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Ejemplo 20 — Sea la parte real de una impedancia dada por:
1

R(w) = 24

( T (24]

caleular la funcibn Z(p)
Reemplazando en [20] se tiene
2 ® dx
2 == — =
T Jo (L+2)(p+2)
Desarrollando el integrando:

1 L[ 1 p=w)

@EH A+ Thp (PR 14N

Reemplazando esto en el valor de Z(p) se tiene:

] 8

LI A N

Z(p) = 25
iy N T L
r= d T [* dh T [ Nd t
i =-— =—= | = o
Jo B+ n 2p ' Jo 140 242 T Jy Lt 242
2p T T '
= ——+- — 2—1 =
=(L+p) [2p 242 v )‘
1 1 1 p— 2
= _jl+ _(p’—p)L=——M— [26]
1+p | V2 J N2 1+p

Dividiendo numerador y denominador por p* — VZp+1 se
tiene

L pHNZ
L) = S 27]
0707
N
“T414 1

Fio, 6
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6. Determinar la funcién Z (p) conocida la parte imaginaria
de Z (jw) o sea la reactancia X (w). — Partiendo de la expresion

Z(p) = R(s,0) +iX(s,0)
v multiplicando ambos miembros por —j se tiene
—JZ (p) = —jR(s,0) + X (o, 0)

el probiema se reduce entonces al caso anterior, donde, conocida
la parte real, aqui X (v) se determina la funcion — jZ (p). Se
puede, por lo tanto, usar directamente la expresion [19] ponicndo
X () en lugar de R (0) ¥y —jZ (p) en lugar de Z (p), con lo que
queda:

jf- w(l--p)

— = "7 X(wd 28
T ey W B

Como la funcidn reactancia X (w) es impar con respecto a o,
la prinera integral es nula, por la simetria de sus limites.

En la segunda integral se hace la siguiente transformacién en
el numerador: se suma y se resta w* a (1 —p*)

(1 +a) =@ +o) =1

Sustituyendo en [28], cambiando de signo y quitando j se lle-
g4 a:
n 1 [ * wX (w)
) B LR 7)ol + 0

dw  [29]

[ia primera integral tiene integrando par, por lo tanto sus l-
mites son cero e « y el yalor de la integral resulta multiplica-
da por 2.

En cuanto a la segunda integral, s¢ observa que ella es inde-
pendiente de p, y también de w; a este valor se le llamard E(0).
Este valor de B(0) es el de una resistencia que esta en serie con
Z(p) y que cs independiente de la frecuencia, no el valor que
Z(p) presenta a frecuencia cero. La independencia de E(0) de
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o exige que este valor esté localizado segin se indica en la figura
siguiente :

—\VWWWN— T'(pp F—
R (o)

donde
2 {“‘ wX (w) dw

Z’(p)'=Z(:J)—R(0)=—_j o
= Jo 0}

En casi todos los casos se puede suponer R(0)=0 con lo que
Z(p)=12'(p). En el ejemplo dado del circuito de la fig. 5

RO =0

y el valor de Z(p) resulta el de resolver la integral indicada
mas arriba.
Con estas consideraciones la [29] se transforma

Z(p) = __/“‘wX{m
2+(l)2

(30]

con

0 =2 /‘ wX (o)
1 + o
Para que [30] sea valida el integrando debe cumplir la con-
dicién de
0 X (v) o

Pt w—o

Aplicacion ol ejemplo N* 1. — Dada la parte imaginaria

o R%c

X()=—j—2%f
R Y

caleular el valor de Z(p). Para este caso se ha indicado E(0)=0

por lo tanto
. w*R%cdw
/ (1 + w*R*c) (p* + w?)
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poniendo 3 = L resulta
Re

2 ® '.ld{‘
2() == Wil
xcle (Bt @+

et

= — do =
(P —8) Jo \&ro  ptat)
2

me(pt — )

2
B——= -3
R [(p )

@ w

o—pigt =
P

I (0]
w—dtgt—
3

0

0.

[ 1 R
—_ = = =Z
2~ 0ty pRer1i W

7. Relaciones entre el mdédulo y la fase de una funcién de
transferencia. — Segtin la definicién de funeién de transferencia
dada en'§ 3, para el tetrapolo de la fig. 2, podemos escribir que;

h(p) =~ =t 31]
1

donde k(p) es la funcin de transferencia que caracteriza al sis-
tema, V, y V; son las transformadas de la sa'ida y la entrada
respectivamente, §(p) representa la funcidn de propagacion, que
resulta ser el inh(p). Esta funcién de propagacién puede des-
componerse en parte real e imaginaria:

0(p) = A(p) +JB(p) (32]

Siendo la primera la funcién atenuacién y la segunda la de fase.
En la técnica es corriente usar las funciones A(p) y B(p)
para P = jo en lugar de la de transferencia.
Se puede escribir entonees de acuerdo con la [4] y [31] que:

V. i

AQw) =In [— = In H (ju)
" P=ju

Blis) = arg | 22| =0() 133]
|4 P=ja

Si 8(p) es un funcién analitica en el semiplano derecho, enton-
ces A(p) y B(p) son con respecto a ella lo que R(p) y X(p)
son con respecto & Z(P). Se pueden aplicar entonces todos los
razonamientos dados anteriormente con solo sustituir R(p) por

A(p); X(p) por B(p) ¥ Z(p) por 6(p).
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Esto indica que conocida la parte real para el eje imaginario
4 (jw) se puede calcular 0(p) o conocida la fase B(w), en funcién
de 'a frecuencia se puede determinar 6(p).

Una ver conocida g(p) el paso a h(p) es inmediato, pues por
[31) se obtendrin la relacién necesaria.

La condicién para que 6(p) sea una funcién analitica, es que
ios ceros de la funcién de transferencia estén todos en el semi-
Plano de 'a izquierda y este circuito constituye lo que se lian:)
circuito de minima fase.

Si la funcién h(p) tiene ceros en el semiplano derecho, al to-
mar log. para obtener 8(p), estos ceros se transforman en polos
de esta tltima y por lo tanto deja de ser analitica en dicho semi-
p'ano.

o AVAVAVAVA —0

E, ¢ = E

[ - D
Fro, 8

Las re'aciones dadas en [20] y [30] se aplican so'amente g
funciones 6(p) que cumplen con la condicién de ser holomorfas
en el semiplano derecho. Ellas corresponden a la clase especiai
de circuitos de minima fase. '

Se comprobard este razonamiento aplicado a un ejemplo con-
¢reto. Sea el eireuito indicado en la figura 8. Conociendo e! va-
lor de 4 (w) calcular 8(p)

1
Es R
M _ c‘ = _h(p) =ew
Ev py = Pto
Re
Es ¢ (6 —ju) 1
—_— = — u B e—
E, o + o Re
E. | o = 3 O
) Vezae g
A =l —= B =tg1 Y

n——
Vot o ¢
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Conocicndo 4 (w) caleular 8 (p) y lucgo reemplazando p = ju
sacar de 6 (iw) = A (0) + B (w). ¢l valor de B (w)

b (p) = E/‘“ 2 In _c dw
tJo PPl 4 d+
] l

1

In Vivy = —%ln(l+v’)
v

_2po [*In(1+)
7 2 jo P’ + o ¥

n
\/62+w2

B(p) = dv

Se trata de resolver la integral.

[“ In(1 + z?)

dz
Jo P+

tomando la funeion

In(Z +j)
pZ + U'JZZ
se la integra signiendo el contorno indicado en la figura 9.
Dentro de ese contorno dicha funcién tiene un poloen Z = j 2
g

por lo tanto, aplicando el teorema de Cauchy:

R Hg) ® j0 y
/ In (z +j) dx+/ In (Ref +J_) iReVdD =
. pz + o2 g2 0 pz + o2 R? i

I (Z + 7 lnj(£+l)
27 Res. (2= 2) = 25jlim EED__ o
\ 9} z-)z'z-u’(Z'f‘j'p—) P
: Z

La integral a lo largo del semicirculo de radio R tiende a cero
cuando B —= = por lo tanto queda
{m _—ln(x 1) d;t=——“—lnj Pt
J_a D+ at2? ap ]

T e 1
In (z +J) =ln\[xz+ 1+jtgt—;
z
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reemplazando e igualando parte real e imaginaria
® 1 g R 1

.1_[ .M_dr-*-] [ tg—l__dx=

2) e PP+ P z

IR SR PP

ap g 2 ap

Tomando parte real solamente, como el integrando de la mis-
ma es una funcién par se tieme:

[=In(l+1) iz = In ct+p
0 p2+ 022;2 g
fa
ol
-R —_— R
Fro. 0

Reemplazando en el valor de 8(p) se tendrd

¢p =« a+p=_lnc+p

1) =—2. Z
T 6P ¢ ¢

pto

Conocida 8(p) se puede determinar la funcién de transferen-
cia h(p) del circuito que tenia por A(w) el valor dado puesto
que:

hp) = 60

h— g

h(p)=e +c =
’ P+
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APENDICE

Férmula de Schwarz. — Sea un circulo con centro en Z =0
y radio unitario en el plano 2. Se quiere construir una funcién
holomorfa en el interior del circulo, conociendo el valor de la
parte real de dicha funcién sobre el contorno del circulo.

La funcion puede ser desarrollada en serie de potencias posi-
tivas de 2z tal que:

f@ =cot ) caz 1)
n=1
Para los puntos sobre el contorno se tiene:
2 =e¢id
con
0<¢<2x

La funcién f(z) sobre el contorno vale

f(e%) =co+ ¥ co.einé [2]
n=1
haciendo ¢y =@y j by, ¢a =0s+ b, y llamando con ® la parte
real de f(p) sobre el contorno se tiene:

<b(¢)=ag+Z(ancoan&—b,,sennzﬁ) [3]

n=1
Si se desarrolla @ en serie de Fourier, se tienen los coeficientes:

1 2z 12x
g =—1|[ ®(¢)de a,.=—j ® () cosne de

27 Jo T Jo
b, = —Ljr.!¢(¢)senn¢d¢
TJo

Por lo tanto

. 1 2x
o= b+ — [0 (0) ds
27 Jg
c,,=a,.+jb,,=-l 'f
T Jo

2¢
®(¢) (cosng —jsenng)d¢ =

2x
= L |r (i) (¢) e—ind d¢
4

0
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Reemplazando esto en la férmula [1]

q 1 2= B | 2% )
f(z)=;bo+-—/ @ (¢)do+ 2_/ 8) =9 2 dg
2% Jo =1 T Jo

f(Z)—]bo+——[ (¢ d¢+_ (p(¢ Ezne—)n¢d¢

T Jo =1

Siendo z < 1 se tiene una serie geométrica cuya suma es:

Y (et = —— —1
n=1 1] ————

pues le falta el primer término, al comenzar la sumatoria de 1 y
no de 0.
Simplificando se tiene:

¥ (i) = —~

e —z

n=1

reemplazando en as integrales:

z2d¢
= _ ¢)de +— =
/(2 Jbo+ ] ¢+ / m_z
i¢._
—Jbo+—f . z+2zd¢—
ot —2z
¢+ 2
f(z—zbo+—/ ds
M’—z

Esta formula permite calcular la funcién f(z), holomorfa den-
tro de un contorno C; conociendo el va'or $(¢), que la parte real
de dicha funcién toma sobre el contorno.

La constante by que es puramente imaginaria, indica que hay
una infinidad de funciones f(z) que cumplen con la condicidn
impuesta.

Haciendo by =0 se tiene la funcién f(z) con la minima parte
imaginaria,



DEPARTAMENTO DE FiSICA

NUEVO METODO DE ITERACGION PARA LA
RESOLUCION DE EGUAGIONES

VALIDO INCLUSIVE PARA LOS CASOS EN QUE DIVERGEN LAS
SUCESIONES USUALES DE ITERACION

ELIZABETH GROZA DE DOLINSKI

El método de resolucién de ecuaciones por iteracién exige, ante
todo, la posibilidad de expresar cada incégnita de manera univoea
mediante una funcién de todas las incégnitas del sistema dado,
funcién que, en el entorno del conjunto de valores que resuclve
el sistema, experimenta cambios suficientemente pequeiios.

En e! caso de una sola ecuacién con una incdgnita:

J@) =0 (1]
se la puede presentar en la forma
T = ¢(z) (2]

funeién que, en ¢l entorno de la raiz buscada debe verificar la
condicion :

¢’ (@) | <k <1 (3]
En el caso de dos ecuaciones con dos incbgnitas:

fl(x7y) =0)
Jo(z,y) =0

se aplica la transformacion siguiente:

——
N
=

= g (x,9) 1

5
y=149(@y | 5}

para la cual se cumplen simultineamente las dos condiciones:

Lo |+ 0| <k <1)

o
Lo |+ 10 [ <x<1] ‘

29
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De manera anédloga, la condicién suficiente para que la suce-
sibn de iteracién del sistema (va transformado):

I =f1 (21, Ty, ...,x,,) 1]

2= fo(z, zg .oy 20) L [7]

Tn =fn(x1; T2, --.,.’C,,) !

sea convergente es que se cumplan simultdneamente las desigual-
dades:

g L+ g L+ 1 |4+ 1y | <k <] '
If':1,2|+]f’2n|+!f'322|+...+|f/n:=!<|<<1 L)

[P A 1P |+ 1 |+t i | <<

Cuanto mayor es el nimero de incOgnitas tanto més estrictas
son las limitaciones en cuanto a la variabilidad de las funciones
del tipo [7]. En genera!, por lo tanto, no se puede aplicar el
método de iteracién si no se lleva el sistema de ecuaciones a una
forma en la cual se cumplan las desigualdades [8].

Puestos a la bisqueda de un método que permita evitar las
limitaciones mencionadas, estudiaremos sucesivamente los casos
caracteristicos que surgen del examen de una funcién (momen-
tineamente de una sola variable) dada por el segundo miembro
de la ecuacién [2]:

y=19(@) 9]

Primeramente, enumeraremos los casos en los cuales las suce-
siones de iteracién usual son convergentes, es decir, cuando

lg'(2) | <k <1

Pueden presentarse aqui cuatro posibilidades segfin que par-
tamos del valor z; aproximado de la raiz buscada z, por defecto
0 por exceso, y segiin que en el entorno que contiene todas las
aproximaciones sucesivas la derivada ¢'(z) sea positiva o nega-
tiva.

Primer caso:

0<¢ (@) <xk<l y z<m (fig 1);
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909

e

L=

q,{x‘)
Cx,)

F16. 2
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entonces la sucesion de iteracién crece:
1 <2 <23< ... <2
y simultaneamente:

D—h 2L~ >0 —%8H 2 ... 28ty —Ig> .-

19 i+
Wiy |- CA
R {079 SO B 1 7L D ..
1 T i
o
.
| :
b
i 6 1
] i )
1y :
]
vy
s o
':‘1 :\3 .‘ﬂo "1 +

i, 3
Segundo caso:
0<¢' ()<<l y a>a (fig. 2);
entonees:

T1 > >232 ... 22

L—T2 D0 —L3 > —L4> .. DTy — Tyl > -
Tercer casor
—1<k<¢ (@) <0lyjm <z (fig 3);
tenemos entonces que:

Iy < Zo, T2 D> To, L3 < Loy . vy Lamtr < To, Tamg2 > Loy -
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y

Ta —T1 DTy — T3 DT — T3> — 25> ... >Lipm—Top—1 >
>Im —T2mtl > Tamt2 —T2mt+l 2 Tamt2 — T2m43 > ...
Cuarto caso:

—1<k<¢() <0 y z >z (fig 4);

Mi '-}‘
A
Qu,).---------_----.P 5
i'i
Y & T B,
by :
\ , \
T "
i {
o !
Al ! -
aclxnxj X,
Fro, 4

de donde resulta, que:

T1 > Ty T2 < Toy T3 > 20, vy I2mdt 2 Zoy Tomgsz < Zoy ...

TN =L >T3—Tyr>T3—Tu> ... >DTap—l —Tam >
>Zomt1 —T2m > Timit —Tami2 > T2pi3 — Tami2 >

En los cuatro casos siguientes las sucesiones de iteracién son
divergentes:

Quinto caso:

o () >1 y z <z, (fig. 5)
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de donde resulta:

To 2L 220> ... >I,,‘>Im+1> 000

¥
D=0 <h— <~ <...<2p—ZTpp1<...
A
i G
A
I
S {0 | S :
¥
1
' i
o) b
: [
v g 1
]
Vo
] 1'
[ ]
i ; iy
) N
' i [ ]
[l [ i \;x
.a-s .‘tz:t'l'o
FI0. §
Sezto cast
g (@ >1 y x> (fig. 6)
entonces:
< < <... <Zp<Tpp <.
y
Ty — 0 <T3— 2o <% — 23 < ... <Tpug1 =Ty < ...

Séptimo caso:
¢ () <—1 v x <z (fig. 7)
tenemos entonces:

I < Zo, Tz > Lo, T3 < Zg, Ty > Xy, ..

Gy Tam—1 < Iy Taa > 2oy .-
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Y simu'tineamente

Ty — 1) <£2—$3_<J:4 — 23 <14—zs <L, <22m'—$2m—1 <

<Zom —T2m+1 < Tapmy2 —Zom+1 < Tam4s —Zam+3 < ...

arj \‘(2 53‘
)
(TR SR £
D
A
|
LCH! SRR ey )
) b '
] I ]
' ] ] |
: : ] |
Lo .
i ! : |
' 1
: P i
Ky kN ¥y
P, B

Octavo caso:
¢ (z) <=1 ym >z (fig. 8)
En este caso:
Ty < Iy, Tg D> Tpy To < Ty To D> Ty -y L0 < Tam—ty L0 D T2gy ...
y
T — 2 <Ty— 2 < T3 —I < ... <Typ—1—Zom < L2417
—Tow < Tompl — T2mz2 < Tamgs —Tzmtz < -

En todos estos ocho casos se podria aplicar, con ciertas condi-
ciones satisfechas, el siguiente método de evaluar las raices con

la exactitud deseada:
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Supongamos que la raiz z, esté incluida en e! intervalo |c;d]
(donde ¢ < @) y que en este intervalo no haya ninguna otra raiz.
Formemos el cociente incremental:

_ 9(d) —o(c)
d—c

que nos da un valor medio (que nos permite una orientacién
aproximada) de la derivada ¢’(z) en el intervalo [c;d] (fig.9).

H't

)

Q)

Fi1a. 9

El método consiste, a la manera de la «regula fa'si», en subs-
tituir la curva ¥ = @(z) por rectas en el intervalo [c;d].

Como primera aproximacién de la raiz tomemos cualquier va-
lor z; de este intervalo, calculemos el valor @(z,) y por el punto
[z,,@(x1)] hagamos pasar la recta L,, de coeficiente angular a:

y—o@) =a(z—ux)
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El valor r, de la abscisa (o lo que es lo mismo, de la ordenada)
del punto de interseccion de ’a recta L; con la recta ¥ =z cons-
tituye la segunda aproximacién de la raiz z,.

Obtenemos la relacién siguiente entre z; y &a:

Q(I])—a.l'l
l—ua

Ty =

Conservando ¢! mismo co-fici>nte angular o para las rectas de
aproximacién que reemplazan a la eurva y = @(x) en dicho in-
tervalo, hacemos pasar la recta Le por el punto [r, @ (.)]:

Yy —g(m) = alrt — ).

El va'or z; de la abscisa del punto de interseccion de la recta
Ls con la recta y = r constituye la tercera aproximaciéon a la raiz
buscada:

Ig’ —a.X
17\l I
l—a

Prosiguiendo en esta forma obtenemos una sucesion cuyo ené-

simo término se expresa por la siguiente férmula de recurrencia:
9 (In—-l‘ — &y -y

Ty = 10
P— (10]

Discutamos la convergencia de la sucesién asi obtenida. Ante
todo. hay que determinar la condicién suficiente para que todos
los términos de la sucesion estén incluidos en el intervalo [¢;d],
es decir, para que la recta L,, de cocficiente angu'ar a y que
pasa por el punto [7,, ()], corte a la recta y == £ en un punto
cuya abscisa pertenezca a este intervalo. La condicién buscada
equivale, como es ficil de observar, a !a condicion de que el arco
de la curva y = () correspondiente a! intervalo [¢;d] no ex-
ceda la franja determinada por las dos rectas:

y=c+alz—c

y=d+a(z—d
Las figuras 10 y 11 ilustran esta condicién en dos casos dife-
rentes: @) para «>1; b) para a < 1. Exc'uimos de las conside-

raciones el caso en que a=1, dado que se lo puede evitar redu-
ciendo el intervalo [c;d].
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Supongamos, pues, que dicha condicién se cumple, y ademis
que en el intervalo abicrto (¢;d) la funcién ¢(z) tiene la deri-
vada ¢'(z). Determinemos la diferencia entre la raiz buscada ¥
su enésima aproximacion:

Tp—1) —@. Xy
xu—-.r,.=xg—”" ) n--1

1—a

)

Yio)

Fio, 10

Siendo 7, = ¢ (), obtenemos:

Tp-1) — Q. Tp-
Iu_I,.=¢(Io>’—?( 1) n1=

1 —a

9 (z0) — ¢ (za)) —a(T0 — 2ucy)

1l -«
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Apliquemos el teorema de Lagrange a la diferencia (o) —
— @(Zn1):

0(x0) — ¢ (@®nmy) = (X0 — Zam1) - ¢’ [Baecr + O (20 — Ta=1)]

y pongamos:

‘Pl [xn——l + 0, (xﬂ — T —l)] = fn

1Y
‘1"
]
‘f(c]
@)
e
~
J\’g e
\{&\Q
~
c tD X
¥Fro, 11
Podemos entonces escribir:
Ty — T, = (20— Tum1) (Ba— a) 11
l1—a
De donde:
2y —2a] = V30— gaa | . 1Bz 2L [12]

|1—af



— 41—

Supongamos ahora que ’a funcién @(z) es mondtona en el in-
tervalo [c; d], y marquemos con ¢ y b dos cotas inferior y su-
perior del médulo de su derivada en este intervalo; vale decir,
dos nimeros que satisfacen las desigualdades:

0sas|¢(z)|sb

Entonces se cumple la desigualdad:

|xg — 2| S |2o — 2Zpmi] ‘b;a
|1 —a|
y las designaldades sucesivas:
h—
lxo—leé!xo—m.——a—
I1—e|
b— b—a)
lxo—xalélxo—le.——a—é{xn—xxl.—(—a)
11— [ 1—al
— 3
||10—14||§1330—I11- (b a)
: [T —af?
. b — aln
|zo"‘.’5;l§|10—11=.—[;‘)- ”3]
[T—af"

Si suponemos ahora, como dltima condicidn, que en el intervalo
[c;d]:
b—a<ll—al 114]

podremos afirmar que la sucesion {r,} tiende al valor z,.

La rapidez de la convergencia de la sucesién {z,} es tanto ma-
vor cuanto menores oscilaciones experimenta la funcién |@’(z)]
ccmparada con el mddulo de la diferencia (1—a) en el inter-
valo [e;d]. De aqui resu'ta que, por ejemplo, si a tiene un valor
muy cercano a 1 entonces, para la aplicabilidad de] método des-
cripto, basta que la curva y = p(x) se aproxime a una recta.

Apliquemos este método a la resolncion de la ecuacién siguiente:

12=200—-M M5
2(10y3 —2)? o

Esta ecuacién se presenta, por ejemplo, en la determinacién de
los puntos do anulacién del campo newtoniano entre tres ma-
sas unitarias ubicadas en los vértices del tridngulo equi'itero
cuyo lado es igunal a 20.

Busquemos la raiz proxima a 7,32.
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La iteracion usual fala en este caso. En efecto, se puede es-
cribir esta ecuacion de las tres maneras siguientes:

72,5
a) I=i,‘/200——(l—0b_x—)—— (16 a]

2(10y3 —z)

3 2125

b) - —_l/ﬁﬁﬂﬂ)_'
z=10.v3 e~ (16 b]

)  z=+V[2(10.y3 —z). (200 — )4 —100 [16¢]
En el primer caso, obtenemos los signientes valores de los pr-
meros tres términos de la sucesién de iteracién:
n =17232 1, = 7,3392 z3 = 7,23056,
en el segundo:
n =132 T2 = 7,3264 z3 = 7,31919
y en el tercero:
T =132 T, = 7,3293 x3 = 7,312525.
En los tres casos ocurren entonces las desigualdades siguientes:
I3 <1 < Iy
y simu'tineamente:
To — I < Tp— 2.

Esto nos sugiere la idea de que todos estos casos corresponden
al tipo 7.

Apliquemos entonces el método deseripto partiendo, por ejem-
plo, de la forma [160). Para determinar el intervalo [c;d] po-
demos servirnos de los valores ya calculados:

1 =132 & = 7,3264; 75 = 7,3192.

Suponiendo encontrarnos en el caso [7] busquemos la raiz Zo
incluida entre los valores z; y .. Substituimos entonces:

¢ =1732;d =17,3264; ¢ (c) = 7,3264; ¢ (d) = 7,3192 (fig. 12).
De donde:

qa(d)—ﬂ__?)
d—c

|
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es decir

Como primera aproximacién utilicemos directamente z = 7,32,
y entonces obtendremos:

_ 9(7,32) +9/8.732 _

Iy 7,32301
1+9/8
2 o ¢ (7,32301) + 9/8 . 7,32301
? 17/8
%
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Fig. 12
Pero como

9 (7,32301) = 7,32301

deducimos que ya la segunda aproximacidn es tan precisa que
utilizando loragitmos de 6 cifras decimales no se conseguiria una
aproximacién méis exacta.
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Pasemos ahora al caso de dos ecuaciones con dos inedgnitas:

fi (I: y) =0
f3 (I; y) = 0.

Supongamos que las podemos presentar de manera univoca en
la forma:

T =¢(z,9)
y=14y(z,y

También en este caso podemos dar interpretacién geométrica
de la iteracion usual

Imaginemonos dos superficies 7, y Z. cuyas ecuaciones sean
las siguientes:

z=9lr,y) y z=1Y(z,y) (fig. 13)

Marquemos con Zo ¢ ¥, el par de valores que satisface el sistema
dado de ecuaciones. Determinar este par de valores significa geo-
métricamente encontrar la recta

X Xy
Y=Y
(ue cortaria la superficie Z, en el punto en el cual

2 (Te, Yo) = o
y que, simultineamente, cortaria la superficie Z, en el punto en
el cual
¥ (20, ¥0) = yo.
Todos los puntos del espacio para los cuales
z=¢(z,9)

pertenccen a la curva k; de la interseccién de la superficie Z,
vol el plano z =z, Tgualmente, todos los puntos para los cuales

y=1v(1y)

rertenecen a la curva k, de la interseccién de la superficie Z,
con el plano ¥ =z2.

La solucién de las ecuaciones dadas consiste entonces en haliar
una recta normal al plano X0OY, que corte simultineamente a
las dos curvas k. y k,.
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Designemos estos puntos de interseccion por A. y 4, respecti-
vamente; sus coordenadas son entonces.

[xﬂ, Yo, @ (IU: yD)]

(20, yo, ¥ (o0, ¥0)]

B8

e

Fio. 13

Geométricamente el procedimiento de la iteracion usual es el
siguiente :

Partimos del punto (z;, 91, 0). La recta paralela a' eje 0Z
que pasa por este punto corta a la superficie Z; en el punto cuya
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coordenada z es igual a @(z,, y;) y a la superficie Z» en el punto
cuya coordenada 2 es igual a ¢ (z,, ¥;).
El plano

2= ¢ (z, %)

corta al plano 2=z a lo largo de la recta L, paralcla al eje 0Y
y el plano

2= ¢ (z,y)

corta al plano z =y a lo largo de la recta L, paralela al eje OX.
El punto de intorsaceién de las proyecciones de las rectas Ly y
L, sobre ¢l plano X0V constituye una nueva aproximacién. Se
sabe que (C. Runge und H. Kénig, « Numerisches Rechnen ») si
en la proximidad del punto (z,, yo) s» cumplen simultincamen-
te las dos desigualdades

!?LI!+!‘!J:I]<K<1

lo | +10) ] <x <1,

entonces la sucesién de aproximaciones asf obtenida tiende al pun-
to (Zo, Y).

Independientemente de si las desigua'dades arriba citadas sc
cumplen o no, se puede, bajo ciertas restricciones, aplicar otro
método para resolver el sistema de ecuaciones dado.

Llamemos s al entorno rectangular situado en el plano X0Y
y delimitado por ‘as rectas:

T=ua
r=1b
y=c¢
y=4d

donde 6 <b y e<d.

Supongamos que este entorno contenga un solo punto (2o, ¥o)
cuyas coordenadas satisfagan el sistema dado.

Designemos por o un cierto valor promedio de la derivada ¢.’
en el entorno s y por f un cierto valor promedio de la derivada

!

¢, en esc entorno.
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Partimos de un punto (z;, y;) del entorno s y consideramos

la recta

r =nn

Y=h
que corta a la superficie Z; en el punto que llamaremos M; y a
la superficie Z» en el punto N;. Hacemos pasar por el punto M,
el plano P; paralelo al eje 0Y, cuya ecuacién es:

z— 9@,y = a(x —m)

y por punto N, el plano R, paralelo al eje OX, y cuya ecuacion es:
z—y @,y =8®Uy—wn)

El p'ano P, corta al plano z =z a lo largo de una recta cuya
proyeccién sobre el plano XOY tiene por ecuacion:

ez, ) —a. 2

1 —«a

Anilogamente, el plano R; corta al plano z =y a lo largo de
una recta cuya proyeccién sobre el plano XOY es la recta:

— {?(Ilryl)_ﬁ.yl
1—3

E! punto (&., y;) de interseccion de estas dos proyecciones

constituye una nueva aproximacion.
Continuando de manera aniloga obtenemos la siguiente suce-
sién dc aproximaciones del punto (Zo, wo):

¢ (Tn—1, Yn—r1) — @ . Tooy

l1—a

Tp =

Y (Zn—1, Yu—1) — B . Ya—1
1—8
Determinaremos las condiciones en las cuales la sucesién de
pares (Zn, ¥,) tiende hacia el par (Zo, o).
Supongamos primeramente que la parte de la superficie z=
= @(r,y) correspondiente al contorno s no exceda la capa deli-
mitada por los dos planos:

Ya =

z2—a=a(z —a)

z—b=a(x—0b)
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¥ que la parte de la superficie 2 = ¢(z,y) correspondiente al mis-
mo entorno no exceda la capa delimitada por los dos planos:
z—c=0(@y—c
2—d=4§(y—ad
Cumplides estas condiciones evidentemente todos los puntos (zi,

¥:) no exceden el entorno s.
Ca'culemos la diferencia

9 (Ih—ly yr;—‘l) —a.rp

1—a

o — X, = ZXyp—

Dado que
o = ¢ (23, )

podemos eseribir

0 (20, y0) — ¢ (Ta-1, Yn-1) — @ (To — Tp-1)

1l —a

To— T, =

Supongamos que en la regién s existan las derivadas 9. y @,
Podemos entonces aplicar el teorema de Lagrange:

(To — 2a-1). ¢ {[Taz1 + O (20 — T0-1)], ¥0) 3

1—a

Lo — T, =

5 (Yo —Yn-1)- & {Zazt, [Yn—1F O1 (Yo — a1} — a (20 —12,-1)

1l —a

o brevemente:

(0 — Za-1). 9" *F (Yo —yu-1). @) —a (2o = 20-1) _
To — I, = =

1—a
aid (IO _zn—l) (‘P:I - ‘z) + (yn — y,.,_l) . %l
l—a
de donde
—_ r__ _ /|
PP ST Sallbd i 1S I NG

|1 —a
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Suponiendo que en la regién s existan las derivadas ;" y ¢, se
puede llegar a una desigualdad analoga:

lyo—y IS !yﬂ_‘yu-d:'!¢MI_B|+lx0_xn—ll-¢a:’
" 18]

Supongamos ahora que cada una de las derivadas mencionadas
conserve en el entorno s signo constante, e introduzeamos los sim-
holos siguientes:

18]

@ y a; para las cotas inferior y superior de | ¢, | en cl entorno &

blybz »  » > » » » » |%'\ » » » »
G yc » » » » » » » !Lp:’l » » » »
dlyd2 » > > » » » » lq;/] > > > »

Tenemos entonces las desigualdades siguientes:
0sams|o/|Sa
0shisle [sb
0sas|¢/|sa
0sdis|y/|sd

Podemos ahora reemplazar las desigualdades [17] y [18] por
las siguientes:

aQ — @ . bo
!I—In S| T —ZTp—1 | ——+ - "_“!__-—
0 | | zo llll—a| Iyn U} 1—q
ds—d
9= 30| 8 190 — ot | 4 Lty = gy |
[1—38] [1—8!
de donde:
|m—nd+lm—yds|u—%hd(az_m T )+
[l—a| |1-3
b dy —d
+|w—m4w t ‘) [19]
[l —a| [1—8]

Si admitiremos que existe una fraceién positiva K < 1, para la
cual se verifican las desigualdades:

aQ; —Q Co <
1—a| |1-¢




'<

b2 d2_d1
< K
Il —a |1 —8]|

podremos eseribir:

[ Zo— 2| +1yo—ynl <x(lzo —za1| + | g0 —yn—r])
de donde resulta:

lzo — 2| +lyo—val < '(Jzo— 1| + [y — w1 |)

lo que significa que la sucesién de pares (z:, y;) tiende hacia el
par (Zo, Yo).

La generalizacion de este método para el caso de m ecuaciones
de » (n=3) incbégnitas no presenta dificultades teéricas.
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PUBLICACIONES DE LA
FACULTAD DE CIENCIAS FISICOMATEMATICAS

Las publicaciones oficiales de la Facultad se dividen en las tres series si-
guientes:

SERIE PRIMERA, — Informaciones gencrales

Esta serie comprende:

a) el Anuario, que sc publicari cada dos afios, con informaciones relati-
vas a las leyes, decretos, ordenanzas del Conscjo superior que afecten
a la Facultad y las del Conscjo académico de la misma y resoluciones
del decano de interés gencral, orgamizacién gencral de la Facultad,
carreras que se cursan en ella, planes de estudio, programas de las
materias, autoridades y personal docente, ete.

b) Informaciones sobre la organizacién y cvolucién de sus institutos,
departamentos, laboratorios, gabinetes, etc.

0) Ampliaciones de sus cdificios, publicando planos, fotografias, presu-
puestos, partidas acordadas en el presupuesto macional, donaciones, ete.

d) Movimiento del personal docente y datos sobre el mismo, visitas rea-
lizadas por personas destacadas, ete.

¢) Informes sobre elecciones de autoridades y asambleas de profesores.
Discursos académicos.

/) Noticias sintéticas de caricter general sobre actos de instituciones si-
milares nacionales y extranjeras.

SERIE SEGUNDA. — Revista y Contribuciones

Esta serie que es continuacién de las series matemitica, fisica y técnica,
publicadas hasta cl 31 de diciembre de 1938, con el titulo principal « Contri-
bucién al estudio doe las ciencias fisicas y matematicas», comprende:

a) La <¢Revista» de la Facultad de ciencias fisicomatemdticas, con tra-
bajos do indole téenico-cientificn de su personal docente, orientados
en primer lugar a las nceesidades de la enseiianza y su vinculacién
con la industria nacional.

b) Las « Contribucioncs » al estudio de las ciencias fisicas y matemiticas,
con trabajos y conferencias de indole cientifica de los miembros del
personal docente de la Facultad o de personas extraiias al mismo, que
el Conscjo académico o ¢l Dircctor de publicaciones resuclva publicar,
agrupados cn concordancia con la organizacién general de la Facultad.

La «Revistay s¢ publicard cada dos meses y las « Contribuciones» a me-
dida que se acumule cl material neecsario para su nifimero.
SERIE TERCERA, — Publicaciones especialcs
Esta seric comprende:

a) Publicaciones especiales.

b) Textos generales.

¢) Publicaciones diddictiens.

Las publicaciones levarin uny numeracion general siguiendo la de las ante-
riores de la Facultail por orden cronoligico, de acuerdo con la fecha en que
se termine la imjpresion,

Ademés, cada seric llevard en ¢l nismo orden la numeracion especial que
le corresponda. Iista numcracion se inicia en el aiio 1930.

En todos los originales y publicaciones respectivas correspondientes a la
scgunda serie s¢ hari comstar la fecha de entrega a la Comisién para ser
impresos.

ADVERTENCIA

Con el fin de evitar extravios en la correspondencia, rogamos que se nos
hagan los envios a la siguicnto direceién:

Facultad de Ciencias Fisicomatematicas
Comisién de Publicaciones

Av. 1 esq. 47. — LA PLATA
Republica Argentina



